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利用RKDG有限元方法追踪运动界面

石国红1，冀铁果1，陈荣三2
(1．河北工程大学理学院，河北邯郸056021；2．上海大学数学系，上海200444)

摘要：本文首先介绍了用于运动界面追踪的Level Set方法，并简要分析了其优缺点。与其它的

界面追踪方法相比，Level Set方法较灵活，无须进行复杂繁琐的界面重构，编程简单，所需要的

计算量和存储量不大。然后将RKDG有限元方法推广到Level Set方程的求解，对二维流体中常

见的常数流场、旋转流场和剪切流场做了追踪模拟，并与其它几种运动界面追踪方法做了比较。

数值实验表明，本文的方法可以比较准确地捕捉运动界面，得到了分辨率较高的计算结果。
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RKDG finite element method for tracing of moving interface
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Abstract：Level Set method including its advantages and disadvantages WaS first introduced to tl'ace moving

interface．Comr,丑Ied证tIl other methods for tracing of moviIlg interface，Level Set method is more flexible，

without I西ng complicated reconstruction technique of interface，80 it c蛳be e鹪ily pIogr-dmmea．Level Set

equation w鹅solved by using RKDG(Runge—Kutta Discontinuous Galerkin)finite element method．

RKDG method WSS used to缸ace the two dimemional constant flow，rotating flow and shear flow，the

method proposed WaS comp日red with the other methods for tracing of moving interface．The result shows

that not only RKDG method can capture the moving interface accurately but also obtained high resolution

ratio computational results．

Key WOldS：RKDG finite element method；Level Set method；moving interface

间断有限元方法(discontinuous FEM)最早由

Reed和Hill提出用于求解中子输运方程。Cock．

bum和Chi—Wang Shu⋯构造(k+1)阶的RKDG

(Runge—Kutta discontinuous Galerkin)有限元方法求

解一维标量守恒律方程，随后将该方法推广到多

维以及方程组L2-3J。RKDG有限元方法具有灵活

处理间断的优点和易于处理复杂的区域边界和边

值问题的能力。运动界面的追踪有很多方法，如

格子类方法、VOF方法[4I、Level Set方法【5】和波前

追踪方法等。Level Set方法用等值面函数垂(石，

t)代替VOF方法中的流体体积函数，让垂(名，￡)以

适当的速度运动，并认为零等值面就是物质界面。

在任意时刻，只要知道了垂(石，t)和其零等值面，

就知道了此时的运动界面。Level Set方法相对于

格子类方法、VOF方法和波前追踪方法有很多优

点。首先该方法不需要显式地追踪物质界面，从

而比较容易处理复杂的物质界面，以及拓扑结构

发生变化的问题；其次很容易通过Level Set函数

求出运动界面的法向、曲率等几何性质，而且方法

编程简单，所需计算量和存储量不大。本文用

Level Set方法追踪运动界面，Level Set方程采用二

阶精度的RKDG有限元方法进行离散。对二维流

体中常见的常数流场、旋转流场和剪切流场做了

追踪模拟，得到了分辨率较高的计算结果。
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1 Level Set方程

追踪运动界面的Levd Set方程为

蛾(茗，Y，I)+n(茗，Y)西l(髫，Y，t)+移(茹，，，)

瓯(名，Y，t)=0 (1)

这里Ⅱ，t，分别表示茹和Y方向上的速度。

2 Level Set方程的离散

对于Level Set方程(1)，采用文献[3]中的方

法对方程组进行空间离散。设n为区间力的一

个四边形剖分，单元K∈n，y(K)是K上的局部

有限元空间，一般我们取它为ng次多项式(m≥O)

集合。定义有限元空间

vh={％∈工。(n)：％I I∈y(K)，V K∈n}

用瓯(髫，Y，t)∈h代替(1)中的①(龙，Y，t)，(1)

两端同乘以％∈vh，并在足=【瓤一{，Xi+{】×

【竹一{，竹+墨】上积分得

爰p p吼(x,y,t)移^(”)撕+
珞

艺一

％

巧一

，

』

‰(

‰(

)u(x，y)vh(菇，Y)dxdy+

)t，(菇，，，)t氇(石，Y)dxdy=0

t2)

分部积分得

裁咒嘶饥咖㈠，，)蚴一
pY卜晚( )坐纽挚幽一
’，i_i：i—i

x,y,t
U“

腭职瓯(x,y,t)型趔竽趔撕+。’卜{qt一{ U3

P三[吼(钆{，y∽础；+{，)，)％(钆{，)，)一
呶(屯一{，Y，￡)Ⅱ(札{，，，)％(扎{，y)]dy+

C：[瓯(髫，力+圳如，肌{)％(石，肌{)一
Oh(x，乃一{，t)dx，力一{)]出=0 (3)

用某一数值通量击来代替西得

搬圪毗川№，，)蚴一
脚yj+／：；ti+／：吼(x,y,t)业≮警趔撕一’’|-鼍’。I．鼍⋯。

H‰{吼( )业鼍笋趔+Y．I．。zi x,y,t dxdy
．。 w

J：+：[瓯(钆{小I)u(钆{，，，)％(钆{，，，)一
参^(茹‘一吾，Y，t)u(xf一专，，，)t氇(茗f一专，)，)]咖+

J二+：[参^(茹，力+{，t)口(茗，，j『+{)％(石，，7+{)一
圣^(菇，竹一号，1)t，(菇，竹一．})]出=0 (4)

数值通量参有很多种取法【2】2，通常取局部Lax—

Friedrichs通量。(4)左边后四个积分的计算可以

根据计算的精度要求选取相应的积分公式。

上述半离散格式(4)可以写成常微分方程组

缸=Lh(瓯，h) (5)

常微分方程组(5)的时间离散采用文献[3]中带限

制器的TVI)Runge—Kutta方法。

3数值实验

界面运动的方程用(I)，在此利用二阶RKDG

方法对常数流场、旋转流场和剪切流场做了追踪

模拟，并和文献[6]中的FCT—VOF方法、FLAIR—

VOF方法、Hirt&Nichols方法、h她耐一averaging方
法、Yongs’VOF方法以及CICSAM方法的计算结果

作了比较。

算例l常数流场。本例取自文献[6]。速度

(M，移)=(2，一1)，计算区域为[0，2]X[0，2]，网格

为[200×200]。初值为图1(t=0．O)所示的两同

心方框，两方框的中心为(O．4，1．6)，方框的边到

中心的距离分别为0．1和0．3。在两方框之间的

区域的值为1．0，在其它的地方为0．0。图1(t=

0．5)给出了在t=0．5时从0．0625到0．9375的15

条等值线。从图1(t=0．5)可以看出在角点处的

分辨率较高。与文献[8]中的几种方法比较，

RI(I)G方法的计算结果优于FLAIR—VOF方法、

Hirt&Nichols方法和Yongs’VOF方法，与Integral—

averaging方法、Yongs’VOF方法差不多，FCT—VOF

方法的计算结果最好，在角点能保持尖锐，分辨率

很高。

算例2旋转流场。本例取自文献[8]。速度

场为u(茗，，，)=一，r(Y一{)，t，(菇，y)=丌(髫一

{)。计算区域为[0，1]×[0，1]，网格为[200×

200]。初值如图2(t=0)所示的有缺口的圆周，圆
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心在(O．5，0．5)，半径为0．4，圆的下面有一个方形

缺口，且对称，宽度为0．15。图2(t=0．5，1．0，

1．5，2．0)分别为初值图在速度场的作用下，旋转

号，丌，警，2丌的图象。该算例是一个比较困难的
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算例，一般在尖锐的角点很难保持高分辨率。可

以看出，在t=0．5角点的分辨率是比较高的，但

是随着时间的进行，角点处有所光滑化。与文献

[6]中的几种方法相比，RKDC方法的结果比较好。

Hirt&Nichols方法相当粗糙，分辨率很低。
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图1常数流场的追踪模拟
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Fig．1 The tracing of constant flow
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图2旋转流场的追踪模拟

Fig．2 The tracing of rotating flow
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图3剪切流场的追踪模拟

Fig．3 The tracing of shear flow

算例3剪切流场。本例取自文献[8]。速度

场为

u(x，Y)=丌oos(7r(髫一菇o))sin(7r(，，一y0))

口(茗，Y)=一，rsin(，r(菇一X0))cos(，r(，，一yo))

我们取(菇o，Y0)=(O。5，0．5)，计算区域为[0，

1]×[0，1]，初始界面如图3(t=O)所示，是圆心在

(0．5，0．3)，半径为0．2的圆周。网格为[200×

200]。图3给出了在t=1．0和t=2．0的计算结

果，以及以t=1．0和t=2．0的结果为初值，将速

度反号，再反剪切1．0秒和2．0秒后的计算结果。

可以看出，在反剪切1．0秒后所得到的界面和初

始界面基本吻合，但是反剪切2．0秒后所得到的

图形和初始界面有较小的差别。与文献[8]中的其它方法相比，RKDG方法的计算结果比唰一
averaging方法和Yongs’VOF方法差，但是比另外几

种方法好。

4结论

利用RKDG有限元方法追踪模拟了常数流

场、旋转流场和剪切流场，对于平流场和旋转流场

模拟结果在角点处的分辨率较高，对于剪切流场

通过反剪切恢复到初始界面的效果比较好。这些

数值研究表表明，RKDG有限元方法可以精确的追

踪运动界面。
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