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奇异一阶微分方程周期边值问题的正解
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摘要：利用格林函数与锥不动点定理证明了奇异一阶微分方程周期边值问题

∞’』忿p几川“”’0到盟丌正解的触蝌中肼，在删处具椅陛且徽
』D≠0。
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Positive solutions to a first order singular Pedodic boundary Value problems
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本文研究了如下奇异一阶微分方程周期边值

问题

心：’+女‘：’=八Ⅲ(刚'0<㈤丌(1)
【u(0)=Ⅱ(2丌)

⋯

若M’(t)=F(￡，Ⅱ(f))，当F(f，H)∈C[，×

，，尺]，，=[0，2丌]时，此时方程(1)中，(￡，Ⅱ)没有

奇性，许多作者讨论了周期边值问题(1)解的存在

性，见文献[1—3]。2001年，Agamal R．P．【4]等利

用Schauder不动点定理讨论了奇异一阶方程初值

问题。

f)，’(￡)=9(￡)八￡，)，)＼

I)，(o)=o J

本文将利用锥不动点定理来研究奇异一阶微

分方程周期边值问题(1)的正解的存在性。对于

问题(1)，做如下假设：

(日1)对每一个固定的M>O，八￡，址)在[0，27r]

上非负可积，且l厂(￡，u)出>o。

(现状t，u)关于变量H>0连续，且存在￡o>
o，使得当o<Ⅱs eo时以￡，u)关于Ⅱ单调不增。

(飓)存在函数g(u)和^(Ⅱ)，使得0≤八t，

u)s g(u)+危(u)，O<u<+∞。

其中g(M)>O在(0，+∞)上连续且单调不

增，而五(M)≥o于[o，+∞)上连续。此外美岩在
(0，+∞)上单调不减。

(凰)
1

>孑’
其中占：e一2即2。

本文允许．厂(￡，Ⅱ(￡)在Ⅱ=o具有奇性。满足

上述假设条件(日。)一(凰)的函数是存在的。其主

要定理如下：

定理 假设条件(凰)一(风)成立，则周期边

值问题(1)存在正解。

本文用到主要引理为锥不动点定理[5|。设E

是一个Banach空间，K c E是E中的一个锥，0l和
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n2是E中的有界开集，0∈n1，nl c n2，垂：K n

(Q2、n1)一K全连续，如果函满足下列条件：

II西u 0 2|I z‘lI，V u∈K n aQl

0吼0 5 0Ⅱ0，VⅡ∈K n an2

则垂在K n(n2、n1)中必具有不动点。

定理的证明：用锥不动点定理和格林函数证

明本文定理。

设eo充分小，由条件(风)可知，一定存在常

数肘>eo，使得

g(跏)[1+黜]
选取适当的r>O，使得

≥三 (2)
JD‘

r s min{￡0，A胁∽汕) (3)

其中A是格林函数G(t，s)在[O，2丌]×[0，27r]上

的最小值，

G(￡，s)=

。P2(2F+I—I)
三=_T—一，0≤s S￡冬2丌

小一。) (4)

t—r一，o s t≤s s 27r

直接计算表明

—≥一：A s G(∽)s B：{}
e—P —l e‘7甲 一1

(5)

对所有的5，￡∈[o，2丌]成立。

问题(1)的可解性等价于如下积分方程的可

解性[7]：

Ⅱ(￡)=I c(￡，5)厂(s，Ⅱ)小，o s￡s 27r

(6)

记E=C[0，2丌]，在其上引入范数II“0=

。盘撼]{I u(￡)I：Ⅱ∈E}并取条件(凰)中的占，则

容易验证K={Ⅱ∈c[0，2丌]；u(￡)≥艿lI M ll}是

Banach空间E中的一个锥。

由于厂(￡，Ⅱ)在Ⅱ=0点可能具有奇性，定义

m扯黪誉耋善 ∽

则当u≥帘时，+(￡，Ⅱ)=“￡，Ⅱ)。

在Banach空间E=C[O，27f]中，定义E—E

中的映射西如下：

(吼)(f)=I G(￡，s)厂’(s，Ⅱ)出 (8)

则易得若(8)的E中具有不动点Ⅱ>O，且lI u 0

≥r，由锥K的定义IlⅡlI芝玷，从而Ⅱ是问题(1)

的正解。

应用Arzela—A8coli定理，我们可以证明西：K

—K是全连续的。

证明：首先证明对K中任意有界集曰，垂(B)

是列紧集。由ArzeIa—Ascoli定理西(剐是列紧集

的充分必要条件是：它是一致有界和等度连续的。

先证明西(B)在K上一致有界。

设B是K中的任意有界集，则存在常数co>

0，使得H∈B，有0 u 0=sup{|Ⅱ(t)l：0≤￡s

2，r}s co

记L=sup l G(￡，s)，。(s，Ⅱ)I，(t，s)∈[O，

2，r]×[0，27r]，0Ⅱ0≤co
广2开

那么I(乱)(t)I-I I．G(t，s)／’(s，Ⅱ)出
I s 2以，VⅡ∈占

因此①(B)中的元素在K上一致有界。

再证西(剐中的诸函数具有等度连续性。

对任意的e>O，由G(t，s)厂+(s，u)在[o，

2丌]×[o，2丌]×[0，co]上连续，从而一致连续，故

存在d>0，使得当￡l，f2∈[O，27f]，I tl一￡2 I<

艿时恒有

I G(￡l，5)厂+(s，Ⅱ)一G(‘2，s)，。(s，u)I<

—磊V s∈[o，2丌]，u∈[o，co]

于是当I‘l—f2 I<艿时，对任意Ⅱ∈B有

I(仇)(f1)一(仇)(‘2)I=
I广’f

|I【G(‰5)厂’(s，Ⅱ)一G(￡2，s)厂+(s，M)】出f
o U

27c￡<而<e
它就证明了中(B)具有等度连续性，从而西(剐是

列紧集。

其次证明西的连续性。

设{‰}在K中收敛于uo，则{u。}在K中有界，

因此存在常数cl’使得当￡∈[0，27r]时，有IⅡ。

l冬cI，(，l=l，2，3⋯)。对任意e>O，由G(￡，

s)厂‘(s，Ⅱ)在[0，27f]×[0，2丌]×[0，c1]上的一致

连续性可知，存在占>O，使得当u1，u2∈[O，c1]

且IⅡl一Ⅱ2 I<艿时恒有

I G(fl，5)，。(s，H1)一G(‘2，s)厂。(s，u2)I<

垦

l+27r

由于{‰}在K中收敛于uo，故存在自然数Ⅳ，使当

凡>Ⅳ时恒有lI M。一uo II<艿，于是

l(垂u。)(￡)一(西uo)(f)I=
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fh【G(吼。)／*(。，H。)一G(％。)，*(5，‰)】出l
JO

2丌c<而<￡
从而|I函u。一钆o JI<占。综上所述，由全连续的

定义可知垂：K—K是全连续的。证毕。

下证垂(K)c足。

由中的定义，注意到(6)，对任意的Ⅱ∈K有

(仇)(f) = I G(t，s)，‘(s，u)出 ≤
J 0

。

BJo，’(Ⅲ)出

又由E上范数的定义，有I|乱1l s BI厂’(s，

Ⅱ)出，则

(魄m)2 A，≯‰，u)出≥知蚓I=(魄)(￡)2 AJ。厂’(s，u)出≥詈o①u|I=
艿0仇|l，O≤l s 27f

这就表明，垂(K)c K。

下面证明本文的定理。

证明：在假设条件下(日1)一(凰)，(①u)(f)存

在不动点。

设比∈足且JJ口lI=厂，则由K的定义，有

u(f)≥a I}ⅡIJ=岱

由条件(如)，(日。)以及(7)(8)式有

(仇)(￡)=J。c(∽)厂’(Ⅲ)出2 J o

G(￡，
J n J 0

s)八s，u)出2 J。G(￡，s)八s，r)出≥J。职s，
r)出≥A I．八5，￡o)出之r=lI u J|

因此，如果令n，={u∈E；I|u|l<r}，则上式表明

I|西H||≥|l u II，V u∈K n aol (9)

另一方面，设H∈K且』u I|=肘，由于肘>

￡o所以肘>r，则Ⅱ(￡)≥跏≥西，由条件(日3)，

(矾)以及(7)(8)式有

(垂n)(￡)=I G(￡，s)厂’(5，u)也=I G(￡，

s)以s，u)出s I．G(￡，s)[g(u)+^(u)]出=

胁∽)g(Ⅱ)【·+矧】出s聃t，
加(跏)【·+描】击=吾g(㈣【-+嬲】s
M=||u Il，0 s￡s 2丌

因此，如果令02={u∈E；0 u|I<肘}，则上式

表明

0吼0≤I|u||，VⅡ∈K n a02 (10)

这样，由中的全连续性及(9)(10)式以及锥不

动点引理可知，西在n∈K n(-2＼n1)中存在不
动点u，且再由K的定义，Ⅱ(￡)≥艿0 u lI≥曲>

0，因此u是(6)式的正解，亦是周期边值问题(1)

的正解。

综上所述，定理结果成立，证毕。
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