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求自由振动固有频率的一种数值计算方法

庞培林，张志海

(河北工程大学理学院，河北邯郸056038)

摘要：针对自由度ns5系统的自由振动，探讨了频率方程的确定、重根存在的判别及无重根时

方程全部根的求法。以此为基础，给出了计算系统的固有频率及其模态的一种数值计算算法。
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A numerical method of 6nding natural frequencies for free Vibration

PANG f'ei-lill．ZHA川G Zhi-hai

(CoUege 0f science，Hebei Univers畸0f Enginee她，H肌d锄05印38，C11im)
A1坂ract：卟e detenniIlation of舶quency equati叽，discriIIlinant of repeat。d r00t existence and s01ution 0f

its roots诵thout repeated one are discussed for f商Vibmtion of Multi—Degree—of—F眦d伽1inear sys-

tems．A n啪erical method of fincling its natuml f}equencies and mode is百ven basing above．
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大于一的有限个独立坐标描述的振动系统被

称为多自由度系统。无外力作用的多自由度系统

受到初始扰动后，即产生自由振动。自由振动下，

若假定广义坐标列阵菇=(搿i)，质量矩阵M=

(md)和刚度矩阵K=(k)，则自由度儿的线性系

统其动力学方程为膨+缸=O。
对此系统，分析研究的基本方法为模态叠加

法，而使用模态叠加法的关键是求系统的固有频

率及所对应的模态，此问题可归结为矩阵K，肘的

广义本征问题Ll，2J，(K一∞2肘)z=0。

即求叫2的n次代数方程l K一山2M I=叫24+

口1(tJ2【8一l’+⋯+D。一】叫2+口。=O的根和线性方程

组(K一(U2肘)戈=O的特定解。

显然，当自由度n>3时，以上问题使用代数

理论的方法求解是非常困难的，因而有必要研究

求解该问题的数值算法。本文针对自由度凡s5

的情况，给出求固有频率及相应模态的数值算法。

1本征多项式的求法

鉴于振动系统的质量矩阵为对称正定矩阵，

所以对矩阵肘使用改进的平方根法[3】完成分解

M=U)0’o

这里，L为单位下三角矩阵，令A=∞2，则上

述广义本征问题可转为求本征方程l(∥)-1 D“

L一1K—AE l=O的根及方程组(r)一1 D一1￡一1缸

一地=O的解。

关于求本征方程，有

定理1设A=(L7’一1D一1￡一1K=(口“)。。。，

则矩阵A的特征多项式为

A—AE l=I A l—A．∑A^+A2 ∑ Af．f，+⋯
‘2l

J蔓‘l‘匕蔓8
1‘

+(一1)h‘，。i。i荨。i。●i。f：⋯t+⋯+(一1)饮8lSll《11‘⋯‘ILSn 1‘ ‘

其中Af．f．叫。为矩阵A连续划掉元素口i(歹=il’i2，

⋯，“)所在的行和列元素所得的子式。

证明：以见=5情况给出证明，一般可用数学

归纳法类似可得。由行列式性质可知

A一旭I=
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对使用初等变换，则有

重复利用上述性质即可证明。 ．

显然，利用MAⅡAB及其它软件，很容易确定
～

每一个行列式的值，进而达到定出本征多项式的

目的。

2本征方程重根存在的判别及确定方法

设矩阵的本征多项式为一元n次代数方程

八戈)=口。石“+口l石“一1+⋯+口n一1戈+口n=O
若方程有重根一c，则由多项式理论

八戈)=p。一2(搿)·(石+c)2
设

pⅡ一2(戈)=60并“一2+6l菇“一3+⋯+6n一2

则

p。一2(戈)·(互2+2“+c2)=60石”+(260c+61)石“一1+

(60c2+26lc+62)石’‘一2+(61c2+262c+62)石“一3+

⋯+(6f一2c2+26f—I c+6i)石“一1+⋯+(6n一4c2+

26。一3c+6。一2)戈2+(6。一3c2+26n一2c)石+6，。一2c2

比较系数可得

60=口o

2c60+6l 2口1

6f+2c6i一1+6f一2c2=oj (i=2，⋯，玎一2)

2c6。一2+6n一3c2=口n—l

c2“一22 o。

若方程有重根一c，则上述方程组有解，且解

是唯一的，将上述方程组用矩阵可表示为
1

2c 1

c2 2c

C2 1

2c

C2

刚=
口O

口l

●

：

●

●

●

on—l

口n

且系数矩阵的秩为凡一2，方程的增广矩阵为

A=

1 口o

2c l

c2 2c

c2 2c
●

●●

Ⅱl

口2

1 ；

‘．
’． 1 ：

‘． 2c l 口。一2

c2 2c 口n—l

c2 口n
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0 l

口l(n+1)

02(n+1)

O 口(。+1)(n+1)

吼(。+I)=苫(一1)卜1钒一fc卜1

为使方程组有解，则c应满足

／(一c)=口n一1—2c口n．2+3口Ⅱ一3c2+⋯+

(一1)“一1耽oc4‘1=0 (1)

‰一口n一2c2+2口n一3c3+⋯+(一1)n‘1(乃一

1)ooc“=0 (2)

因茗=一c为方程的根，所以

口n—o。一1c+口。一2c2+⋯+(一1)’‘口oc8=0(3)

则(3)式乘(n—1)加(2)式得

nnn一(n一1)口n一1 c+(乃一2)on一2 c2+⋯+

(一1)i(n—i)o。一筘‘⋯+(一1)4—1Ⅱfc“一1=0

若01-0，则直接可以得到关于c的一个n一2

次方程

，硷。一(凡一1)口厅一I c+(厅一2)口n一2 c2+⋯+

(一1)i(n—i)n。一ic‘⋯+(一1)4—22口2c8—2=O

若口1≠0，则有

(n2n。口。一口Ⅱ一l口1)一[n(见一1)口。一l口。一

2口。一2口1]c+⋯+(一1)i[n(尼一i)口。一i口。一(i+1)

口。一f—l口1]c‘+⋯+(一1)“一2[2胍2口。一(凡一1)口}]

cn_’：0

由此可以得到如下结论：

定理2给定代数方程厂(戈)=O，若茗=一c

为方程的重根，则c在满足

on—l一20口n一2+3口n一3c2+⋯+

(一1)7’1Moc”一1=0

情况下还需满足

(1)口l_0时

(4)

乃口。一(凡一1)口n—l c+(凡一2)口。一2 c2+⋯+

(一1)‘(凡一i)n。一ic‘⋯+(一1)“一22口2c7‘一2=O

(2)口l≠0时

(n2口noo一口n—l口1)一[凡(n—1)口n—l口。一

2口。一2n1]c+⋯+(一1)吨n(n—i)口。一f口。一(i+

1)口。一f—I口1]∥+⋯+(一1)“一2[2，掘2口。一(儿一

1)o}]矿-2=o

根据上述结论，判断n≤5时的厂(茗)=0有无

重根，可先求出一个3次代数方程的根，再代入

(4)式，若满足，则．厂(戈)：o有重根，重数可由导函



河北工程大学学报(自然科学版) 2008年

数为零的阶数来定。

3本征方程无重根时根的求法

下边以n=5情况，给出无重根时代数方程求

根的方法。设方程茗5+oI茗4+口2石3+口3菇2+Ⅱ4菇

+口5=0的根为茗l 2一Al，菇2=一A2，菇3 2一A3，省4

=一A4，菇5=一A5，A=(Al，A2，A3，A4，A5)7’，贝4由

Vieta定理【4J可知

厂l(．=【)=∑．：【f一口f=o

五(A)-。“暑量5A^．口220
^(A)-l乱。甚13s5”：A‘吨20
^(A)一Ⅻ．“荟川．。5Af。Af：Af，Af4一口2=o。

1墨‘I‘屯‘‘3‘‘茎5
‘ 2 3 。4

^(．=【)=A1．：【2A3A4A5一口5=O

将上述方程联立，根据多项式理论，所得方程组有

唯一解。若记

F(A)=(^(A)，五(．：【)，^(A)，^(A)，厶(A))7’
则由高斯消去法可得，尸(A)是一可逆矩阵，故有

定理3对F(A)=O，若选准确值A+的初始

近似为．；L(∞，则迭代式

A(‘+1)=A(¨一[F7(A(‘’)]一1F(A(‘’)

后=0，l，2，⋯

当A’=(Af，Af，A于，Af，Af)7’中的各分量为一

组两两互异的数值，且A(o)充分接近A+时收敛，

其收敛速度为二次的。

证明：因为F(A)于A。处某邻域内二次F一

可微，且F7(A)，P(A)连续，∥(A+)可逆，且[F7

(A’)]-1有界，所以对F(A)=O使用Ne咖n法的
康托洛维奇定理[4J可知迭代式

A(‘+1)=A(¨一[F7(A(‘’)]一1F(A(”)

当A+=(Af，叉f，Af，Af，A，)r中的各分量

为一组两两互异的数值，且A(0)充分接近A。时收

敛，且收敛速度为二次的。

为避开计算[F7(A)]-。，上述迭代式可改为如

下形式

fA(^+1)=A(I)+△A(”

【F’(A(‘’)△A(‘’+F(A(t’)=O，．j}=O，l，2，⋯

解决了固有频率即广义特征值的计算之后。

鉴于在求模态问题上所面对的是系数矩阵的阶数

最大为5阶的线性方程组的求解，因而使用通常

的算法，比如消元法、Lu分解法等即可求得对应

于每个固有频率的模态。

4计算步骤

1)利用改进的平方根法完成矩阵肘分解，并

求出相关的逆矩阵，进而定出矩阵A。

2)利用定理l确定A的特征方程。

3)利用定理2判别方程是否有重根。

凡=5时，对得到的三次方程或直接分解定出

其根，或使用劈因子法定出其根的近似值，并确定

根的重数。

4)求出分解式耽(z)(茗一知)。(菇一戈1)‘，其中
南，f为重根的重数。

5)利用定理3求出方程P。(石)=0的所有的

单根。

6)求出每一个特征值所对应的特征向量。

实例计算表明，利用上述方法在计算机上实

现是可行的，且收敛速度较快并具有较高的精度。
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