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图的参数与因子及分数因子的几个结果
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摘要：本文研究了图中两个重要的参数联结数和韧度，以及两个参数与因子和分数因子之间关

系，并证明了图有分数因子的一个充分条件；还探讨了子图的结构，得出了子图的任一分支的韧

度与图本身的韧度的关系。
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Abs的ct：Toughness a11d binding舢删)er are two曲porLant p黜eters in graph theory．hl this p印er，we

study tlle I．eLationship bet’veen伴II砌eters a11d f如tors，f蕊tio叫f-actors of卿hS．We prove a su伍cient

condition for山e e)(istellce of丘acti伽lal白ctors in graphs；we als0 explore the stmcture of sub舯phs arId

百ve吐le relationship of the toughness of any b龇h of t}le graphs and t11eir own．
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图的因子理论是图论中的一个重要分支，也

是最为活跃的研究课题之一，分数因子的研究是

近年来提出的新问题。关于因子的最早的结果是

1952年Tutte提出的Tu仕e定理⋯，给1一因子的研

究提供了有力的工具。1970年，Lovasz给出了图有

(g，厂)因子的一个充要条件【2J，为因子理论的研究

奠定了基础。关于分数图论的许多结果可以在

Schine肿an等人的Fractioml Gmph，nleory中找到，

图的参数和因子及分数因子的关系是图的因子理

论中人们较为关注的研究方向。本文也是继续研

究图中的重要参数和因子的关系，并得到了这方

面的几个结论，对图的因子理论作了补充。

1预备知识

1．1符号记法

本文所考虑的图均为没有环和重边的无向连

通图。设G是一个图，具有顶点集合y(G)和边

集合E(G)。用如(髫)表示图G中顶点算的度，用

艿(G)表示G的最小度，用△(G)表示G的最大

度。对y(G)的子集S，用G—S表示从G中删去

顶点集合S及其关联的边所得的子图。若S=

{石}，则令G一戈=G一{石}，图G的分支数记为叫

(G)。对任意的S c y(G)，C一．s的孤立顶点数记

为i(G—ls)，用I s I表示集合S中含有元素的数

目，即集合Js的范数。对任意的戈∈y(G)，聋在C

中的邻集记为Ⅳc(石)，对应地，对任意的s c y

(G)，^0(S)为s在G中的邻集。

1．2相关定义

定义1(图的韧度)当图G不是完全图时，c

(G)=mill{捣：5∈y(G)，埘(G—Js)≥2)，
其中叫(G—S)表示G—S的连通分支数，否则‘

(G)=∞。该定义是由Chvatal【3 J引入的。

定义2(图的孤立韧度，(G))当图不是完全图
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时，，(G)=rnin{捣：s∈y(G)，i(G—s)之2J
其中i(G—S)是C—S中孤立顶点的数目；

否则定义，(G)=∞。该定义是由刘桂真与马英

红【4J提出。

定义3(图的联结数)设G是一个图，G的联

结数6制(G)：曲f掣：庐≠xc y(G)，

Ⅳc(G)≠y(C)]-。该定义是由woodal】[5】提出的。

定义4设g和厂是定义在y(C)上的两个整数

值函数，使得对任意的髫∈y(G)，有O≤g(互)≤，

(石)。设日是C的一个支撑子图，对日的每个顶

点石，g(z)s如(彳)5八戈)都成立，则称日为G的

一个(g，／)一因子。若对任意的茗∈y(G)，有g

(工)=n，厂(戈)=6，贝0称(g，，)一因子为[口，6]一

因子。若口=6=．j}，则称(g，．厂)一因子为后一因

子，l|}=l时也称l一因子为完美对集。

定义5设^是定义在图G的边集合上的一个

函数，使得对任意的e∈E(G)，有^(e)∈[O，1]，

令d2(省)=∑九(菇)，其中E={e：e=叫∈E
。七≮

(c)}，则称d§(菇)是c的顶点戈的分数度。若对

任意髫∈y(G)，^满足不等式g(髫)s d0(菇)s厂

(戈)，则称^为G的一个分数(g，／)一表示函数。

设皖是图G的一个支撑子图，令砂={e：e∈E

(G)且矗(e)≠0}，使得E(瓯)=砂，则称瓯为G

的一个分数(g，一一因子，称危为G的表示函数。

若对任意的茗∈y(G)有g(石)=o．．厂(茗)=l，则称

分数(g，．厂)一因子为分数(o，1)一因子。若对任意

的菇∈y(G)，有g(菇)=八戈)=l，则称分数(g，厂)

一因子为分数l一因子。

1．3相关定理

定理A[7】：设G是一个完全图，则G有分数

[口，6]一因子，当且仅当对于y(G)中的任意子集

S，有口l rI一如一5(r)s 6I|sl，其中r={聋：茗∈y

(G)＼S，如一s≤口}。

定理曰[8】：设G不是一个完全图，若存在50

c y(G)，且i(G一．so)2 2，使得，(c)=

捣，则对G—s。的任何分支c都有，(c)
≥，(C)。

文中未加说明的符号与术语请参见文献[6]

和[9]。

2结论

定理l设G是个连通图，且l y(C)l≥2，口≥

l，且口是整数。如果图的联结数6i甜(G)≥上+

l，则G有分数[1，口]因子。

证明：记6i以(G)=6，设S是I，(G)的一个任

意子集。由定理A，我们只要证l rl一如一s(r)s

n I S I即可，其中r={菇：石∈y(G)、S，dG—s(菇)

s l}。

令％={茗：茹∈y(G)＼S，dG—s(石)=o}，rI

={膏：石∈y(G)＼S，dG—s(石)=l}，显然，r=％

U rl，I％I．i(G—S)。因此，I rI一如一s(r)=i

(G—S)s口ISI。

如果S=≯，则显然有i(C—S)=0=口I SI。

如果Is≠声且i(G—S)sl，贝Ⅱi(G—S)≤口ISI。

现在我们用反证法证S≠j5且i(G—S)≥2

的情形，设

I丁I一如一s(r)=i(G—S)>口I S (1)

令X=y(G)一S。由i(G—S)≥2易得Ⅳc(X)≠

y(G)。因此l y(G)l—i(G—S)≥I％(X)I≥6 I

XI_6 y(G)I一6 I S I，即

i(C一5)s 6 S I一(6一1)I矿(G)I (2)

由于似(G—S)≥i(G一5)，由(1)和(2)得

埘(C—S)一i(G—S)>D l S I一6 I S I+(6一

1)I y(G)l (3)

I y(G)I之I sl+i(G—s)+2[埘(c—S)一

i(G—s)] (4)

合并(3)式和(4)式得

(26—3)(J y(C)I—I S 1)<2l S I—i(G—S)

(5)

y(G)I—I S I≥i(G—s)

由(5)可导出(26—3)i(G—S)<2I．s l—i(G

一．s)，(26—3)i(G—S)<2ISl。

由于i(G—S)2口l S I，有(26—2)ⅡI S I<2I

S I，即6<三+l。

这与已知的6 2{+1矛盾，所以此定理得证。
从而我们得到了图有分数因子的—个充分条件。

定理2设G不是一个完全图，若存在Soc y

(G)，且i(c—s。)≥2，使得t(G)=搞，
则对c—Is。的任何分支c都有￡(c)≥订告譬)一。
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证明：假设￡(G)=焉，其中s。∈y
(G)，且∞(G—So)≥2，则

椰强)=器 (6)

议C是图C—So的仕蒽一个分_文，看C是元

全图，则由￡(G)的定义，易知结论正确。假设图

C不是完全图，取凰∈y(G)．使得叫(C一风)≥2，并且￡(c)=焉成立，则得
郴-R0)=器 (7)

令丁=SoURo，则由(6)和(7)式得

叫(G—r)=∞(G—SoU尺o)=∞(G—So)+

扪讽)-l=糕+器一l (8)

郴川≤器=掣=器+
黑 (9)
￡(C)

⋯7

自(8)和(9)式知，槲≥器-1'因蚧(c)≥嬲≥器。
通过该定理探讨了子图的结构，得出了子图

的任一分支的韧度与图本身的韧度的关系。

3讨论的问题

如果存在函数^：E(G)一[o，1]，满足。∈荟。)危

(e)=I y(G)I，且对所有的庐c sc y(G)，有．∑，

危(e)之2，其中[s，S]是所有的恰好有一个端点在

s中的边集合，则称图G是分数哈密顿的。那么图

中的联结数和分数哈密顿的关系如何现在尚未确

定，所以图中联结数与分数哈密顿的关系又可作

进一步讨论。
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