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一类负相依随机变量序列的强大数定律
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摘要：本文利用Hajek—Renyi型最大值不等式得到了一类负相依随机变量序列的强大数定律，

从而使某些已知结果为其特例。
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Abs咖ct：Some results of t}le strollg 1aw 0f la弹numbers under negative association are 0btained by using

a m∞-jmal inequali哆．As comllades，some results a弛山e p删cular cases of the result in t}lis p印er．
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设{矗，忍≥l}为定义在概率空间{力，F，P}上

的随机变量序列，记S。=∑置，凡≥1，So=O。
l=l

Fazekes&l(1espv(2000)建立了一类Hajek—Renyi

型不等式nJ，然后利用所获得的不等式得到了一

类随机变量和的强大数定律。本文主要是应用此

大数定律讨论了一类不具有平稳分布的负相依随

机变量的强大数定律，从而推广了在独立情形下

成立的K0咖刚强大数定律【2|、Chullg强大数定
律[3】及Teicher强大数定律[4|。在本文的证明中C

表示正常数，并且在不同之处可以取不同的值。

定义1称{以，n≥2}是负相依随机变量序列，

如果对于任何两个非空不交子集丁l，砭c{1，2，

⋯，n}都有c幻}八五，i∈乃)，g(墨，．『∈疋)}≤O。

其中厂和g是任何两个使上述协方差存在的

且对每个变元均非降(或均非升)的函数，且厂∈

尺rI，g∈R乇。

注1：若{以，，l≥2}是负相依随机变量序列，

^，^，⋯，厶是单调增加(或者单调减少)的Borel

函数，则^(蜀)，正(x2)，⋯，^(羁)也是负相依随

机变量序列。

下面利用Hajek—Renyi型最大值不等式讨论

一类负相依随机变量序列的强大数定律。

引理1设{咒，凡≥1}是零均值的负相依随机

变量序列，并且具有有限四阶矩，则对于任意的￡

>O，有以下不等式成立

引。凳I si I】4。蓦刚+喳麟；蔓嘲-SIS n I=l l=2 』2l
’

引理2设{6。}，{a。}是实数列，0<6l s 62 s

⋯，lim 6。=∞，口。≥O。设r是C固定的正数，使

得对于v n≥l，E【，ma)【I sf I】’s∑口i，v n 2 l。

如果曼鲁<∞，则lim誓：o 口．s．如果兰嚣<∞，则墅费2 o 口·s·

i=1 Dj 4一∞DⅡ

定理l设{羁，n≥l}是负相依随机变量序列，

{仇}是正Borel函数序列，满足lim％(算)=∞，使

得
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户≥口号G譬5艄妈管
其中G>O，D。>O，口。≥l，佛sp。如果对某个p

(1<ps2)有

黔叼乒帮篝弹帮<∞
善P[1置I≥吼]<∞

划％㈦}是使得缸幽≮学剑<15 J Vn、■，

∞，A。=一{去，么)的正数数列，则
h{互(置一EW[I置I<口f])=o 口．s．
Jr．∞，‘12l

推论l{瓦，n≥1}是零均值的负相依随机变

量序列，记&=j耋置，n≥1。
设{口。，凡≥l}为一递增的正实数数列，并且

lim口n=+∞o

若

星譬至田<岛口j角～j、

奎擘训Z一 ' v

i=1口二

则lh三∑疋=0 口．s．

注3：由于独立随机变量序列为特殊的负相依

随机变量序列，因此定理1、推论l均适用于独立

情形。以下为定理1的证明。

证明：设x7￡=即[I置l<i]，yf=rf一以’f，

s’。=互K，s。=互置则

∑P[置≠刀f]=∑P[1墨I 2 i]=∑E{[，(1
I=I 12I ‘2l

置I 2 i)][，(I五I≥吼)]+[，(I五I≥i)][，(I置I

<口f)]}s墨P[1置I≥啦]+量去E鼍筹铲[，12l 12 J un I—n、‘，

(I置l之i)][，(I置I<q)]s蛋科I置I≥口f]+蚤

辛喘掣⋯吲<∞]s新⋯孔]+

墨A乒喘掣[，(⋯q)]<∞
∞ (1) 故由Bor}e1一calltelli引理，只要证明等+o 口·5·

q7

(2)

存在常数G>O，使得

蓦P(I砂cp，黑c；警<+∞(3)Io J l 2- 凸：

则lim三∑置=O 口．s．

注2：推论l中针对不同的‰及p，g可以得到

很多关于负相依随机变量序列的强大数定律，其中

包括一些独立情形下的经典结果：例如令‰=凡，不

难看出经典的K01rmgolw条件意味着推论中的(1)

一(3)均成立，故推论1可视为对独立情形下的K01．

啪90晰强大数定律及Mat山定理的推广。

推论2[4】{以，n≥l}为独立、零均值的随机变

量序列，并且满足

妻譬窭麟；<+∞
l=2 ‘’ 』=l

。

奎孳哪

存在常数Cf>O，使得∑JP(1置I>Ci<+∞。

且薹c；等<+∞

田引埋l得

EI，!愁Is’fI】4s耋麟，4+6妻以鸶譬删；sl蔓ISB ‘=1 l=2 i=l
’

6[删’“。妻(腑’j+脚；至尉，；)]
由引理2，令口，：科{，a；：麟协麟，2譬肠曩
江2，3，⋯，儿

为了证明当咖口．s．，只要证明妻等<∞也就为了证明生咖 口．s．，只要证明∑等<∞也就
口n i=1￡。

是证明

星号挲<∞，墨号譬蔓麟弓<∞i=1 0。 f=2 ‘。 』=1
。

e、型一§墨!型[!垄!三!]!一
台i4一台 i4

一

曼塑塑塑堕堕掣迎堕幽s
蓦P[I五I≥q]+蓥墨垡型上生毫掣s
蓦P[I五I芝q]+量鱼Q蔓里丛旦掣掣s
蓦尸[I五I≥q]+墨鱼Q兰竖巫上警掣s
驷驰小黑塑迦等堂趔(1)
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由‰}函数列的定义(掣卜巩
喘铲测有

叠业鲨业等型亟剑s显巩与 护 ‘与1

邱。(I置I儿I置I<min(口f，i)])
‰(i)

故

垂手≤量P[I置I≥引+弘
i=l l。 i=1 j=l盟业坐山事掣删<∞

‰(i) 一。

墨等箬础s墨半融⋯=i=2 l。 ，=1
。

I=2 ￡‘’ ，=1
。

妒掣篙尸掣s
；；；i一一z，。帮篝．尸z，。帮三；
叠i一，巩鲤蠹兽半篝尸仇生妻苫尹<∞ c2，

由(1)、(2)可得证命题。
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