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摘要：利用B一样条小波的性质，以小波尺度函数作为插值函数，构造了常用的三角形和矩形小

波单元，在此基础上，推导出了利用小波有限元求解平面问题的计算公式，为平面问题的求解提

供了一种新的计算方法。数值算例表明，与理论解及商用软件Amys的分析结果相比较，本文

构造的小波单元求解方法具有计算精度高，收敛比较快的特点。
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A method of solving plane problems based

on B。Spline wavelet finite element
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Abstract：In this paper，wavelet scaling functions舡e used to construct the triangular and rectaIl{；uLar wave-

let element by analyzing the characters of B—spine wavelet．Based on this，the computation expressions for

∞hillg the plane problems aIe presented，which is a new computing method for solving the plane prob-

lems．The results obtained in this paper a聆compared with those bY theories and by Amys。the numerical

example illustrate that the wavelet-based element method has better convergence and higher accuracy．

Key words：wavelet f'mite element；B—spline wavelet；scaling functions；plane problems

小波有限元方法是将传统有限元法与小波分

析相结合，是当今工程界研究的热点。该方法利

用尺度函数或小波函数代替传统的多项式作为插

值函数构造单元，使问题的求解在一个嵌套序列

中进行，并利用小波多分辨率的特性，可以获得用

于结构分析的多种基函数，从而针对求解问题的

精度要求，采用不同的基函数。本文利用小波有

限元理论，构造了求解平面问题的小波三角形单

元和矩形单元，并编制了利用小波单元求解平面

问题的数值计算程序。

1平面小波单元的构造

由于多项式的微、积分运算简便，而且所有光

滑函数的局部都可以用多项式来逼近，所以传统

的有限元法通常都选择多项式作为逼近函数。为

了满足收敛性要求，采用多项式作为位移模式时，

它的阶次必须包括常数项和线性项。

本文用样条小波尺度函数的组合作为单元位

移模式，通过它构造出满足形状函数条件的小波

形函数，并在此基础上构造出问题求解的平面小

波单元，鉴于问题求解的普遍性，我们仅构造了三

结点三角形单元和四结点矩形单元。

1．1位移插值函数的选择

在实际的数值计算中，一般都采用偶数阶B

样条小波尺度函数作为插值函数。为了构造出满

足形函数条件的单元位移模式，本文采用0尺度2

阶和4阶样条小波尺度函数作为插值函数，令声：

(戈)表示m阶厅尺度样条小波尺度函数，它们的
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函数表达式为

r菇，菇∈[0，1]

钙(嚣)={2一戈，戈∈[1，2]
LO，其他

f茗3，菇∈[0，1]

14—12x+12x2-3

娥(石)=i1{一44+60菇一24茗2
I 64—48石+12菇2一

LO，其他

，茗∈[1，2]

3x3，茗∈[2，3](2)

，xE[3，4]

2阶和4阶小波尺度函数的函数图形如图1

和图2所示。其具体性质可参见文献[1]。

图l二阶尺度函数

Fig．1 Second scaling function

图2四阶尺度函数

Fig．2 Forth scaling function

1．2三结点小波三角形单元的构造

如图3所示的平面三角形单元，引入局部坐

标，为了引入小波尺度函数，必须将其压缩至[0，

1]区间，即对结点的局部坐标值进行归一化处理。

取三角形中最长的一边作为亭轴，垂直于该轴的

方向定位叩轴。在局部坐标下，三角形三个结点

l，2，3的局部坐标则分别为(O，0)、(茗粒，0)和(茗毋，

Y惦)。对三角形单元进行压缩，压缩公式为

并：羔，'，：丘
茗轻’。 茗惦

由上式进行压缩后，则三角形单元的局部坐

标变为(O，0)、(1，O)和(C，1)，并且O≤c≤l，式中c

算勺
一 。

名也

0

图3平面三角形单元图

Fig．3 Unit plans of plane triangular

引入小波插值函数，则三结点三角形单元的

位移模式可用小波函数表示如下：

M=口1≯4(搴)≯。(叩+1)+口2声．(亭+1)j14('7)+

口3声4(e+1)乒4(刁+1)

秽=b1声4(拿)声4(节+1)+62≯4(车+1)j14(刁)+

63庐4(拿+1)≯。(叩+1)

式中j5。(拿)为1．1节所述的4阶0尺度样条

小波的尺度函数，即前面的5＆。o(茹)。o；及6，为待

定系数，可以由单元的结点条件求得。即：e=0，叩

=0，H=M1，”=移l；搴=l，刁=0，Ⅱ=Ⅱ2，移=移2；车=

c，叩=1，u=t‘，，t，=t，，。将其带入(4)式中，则可分

别求出待定系数8：及6，。又由

u=Nl u1+N2／t2+州r3 u3

秽=N1口1+^，2秽2+^，3口3

将待定系数吼及6，带入上式，则可求得小波

形函数M，它们均是局部坐标的函数，即：

Ⅳl：一144{5。(拿)声。('7+1)+(、96dc3一144)．九

(拿+1)声．(j7)+36+4(叩+1) (1)

肌：36庐。(e){I。(17+1)-咩·≯。(拿+1)九(7)
(2)

飓=争。(e+1)九(7) (3)

其中d=九(c+1)，由此可求得三结点小波

三角形单元的位移场

Ⅱ=Nq‘

式中五一单元位移场；葡一形函数矩阵；；‘一单元
结点位移列阵。

1．3四结点小波矩形单元的构造

平面4结点矩形单元如图4所示。取单元形

心为局部坐标的原点，单元的结点位移共有8个
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自由度，结点编号为1，2，3，4，单元的广义坐标数

应取8。设单元的形心位置是(‰，Y。)，整体坐标

与局部坐标的转换关系为

茹=Xo+菇，导=学，
．1． ．

Y—Yo

Y=Yo+6叩，叩=——i一

在单元中，各点的局部坐标一1≤拿≤1，一l≤

叩≤l。单元的四条边分别是拿=±l，叩=±l。

O

’

厂u3
Y

4 q

L ●L

Vl
f

∑ n0／k ／

1枷‘
l《 ：》

r“2

图4平面4结点矩形单元图

Fig．4 Rectangle unite plans of

four crunodes

考虑到结点的个数，4结点矩形单元的位移模

式可以用小波函数表示为

⋯。≯：(掣)乒：(掣)地声：(掣)×

庐：(字)怕声：(孚)声：(掣)+口4庐：(孚)×
声2(掣) (4)

秽：bl声：(掣)声：(掣)+b2声：(掣)×

声：(孚)+63声：(竿)声：(孚)+64j5：(孚)×
庐：(掣) (5)

式中j5：(拿)为2阶样条小波的尺度函数，毗

及6，为8个待定系数，它们可由单元的结点条件

习之出。即：拿=一1，刁=一1，z‘=ul，t，=钞l；搴=1，叩

=一1，u=u2，t，=口2；车=1，叩=1，扯=Ⅱ3，口=t，3；拿

=一1，叩=1，u=Ⅱ．，t，=巩。将其带入式(4)、式

(5)，则可求得8个待定系数o。⋯纵及b，⋯b。，再

将此系数带人下式

Ⅱ=NlⅡl+^r2Ⅱ2+^，3 M3+^厂4Ⅱ4

t，=N1移1+Ⅳ2l，2+他移3+M钆

则可求得小波形函数^‘，它们都是局部坐标

的函数，由上述可得

Ⅳl：声：(掣)声：(华)
Ⅳ2：声：(掣)声：(华)
Ⅳ3：庐：(掣)≠：(掣)
Ⅳ4：乒：(掣)j5：(掣)
由此可求得四结点小波矩形单元的位移场

M=Nq‘

其中q‘=[Hl 口l Ⅱ2 吃 口3 秽3 H4 纨]7

N=℃lN、INt lNs lN‘＼

上式中，为单位矩阵，乏为单元位移场，力为

形函数矩阵，q。为单元结点位移列阵。

2平面问题的小波有限元求解方法

在第一节中，单元位移场用小波形函数表

示为

z‘=Nq。

由弹性力学平面问题的几何方程，则单元应

变场表示为_P_一P，⋯
￡=[a]n=l a J Nq。=B’gt

而B为几何函数矩阵。

由物理方程，单元应力场为

盯=De=．s。q‘

其中否为应力函数矩阵，否=面·百。

在具体计算过程中，由于形函数Ⅳ。是由局部

(自然)坐标(车，'7)表示的，我们必须将其向整体坐

标(菇，y)转换。具体转换公式可参见文献[2]。由

最小势能原理，则可得单元的刚度方程

k'q‘=矿

式中雷为单元刚度矩阵，分为结点载荷列阵，其
求解同传统的有限单元法。单元刚度矩阵为

帚：』f止[面]7[面][百]td优dy (6)

对三角形单元，舻的分块矩阵如(7)式所示，

矩形单元类似，只是矩阵大小不同。

r kll k J2后131

雷=I詹：，k笠k∞l (7)

L k”k恕lj}弱J

而子矩阵为

[砧]=f l-，』!。瓦匾￡I J l凼勿

这里，t为单元厚度，J为雅克比矩阵，I-，I为



第3期 谭德坤等：基于小波有限元的平面问题求解方法

雅克比矩阵的行列式。而几何矩阵面的某个子矩

阵的表达式为

匾]=

aN,

鼠

O

aN,

匆

O

aN,

ax

aNi

ax

=[J]-l

aN,

诺

O

aN,

却

0

aN,

aj7

aNi

aS

这里，M为公式(1—3)所求得的形函数。在

计算单元矩阵瓦的过程中，由于公式(6)非常复

杂，本文采用三点高斯积分进行积分运算。二维

高斯积分公式为

，=』1-，fl_，F(拿，7)嘞=兰笛县马F(弓，琥)
式中鼠，玛一权系数；F(毒，叩)一积分函数。

经过上述公式计算，便可求得平面问题的小

波有限元解。

3数值算例

根据前面所推导的小波有限元求解方法，为

了验证该方法的正确性与有效性，作者对经典的

平面应力求解问题之一—带孑L平板应力分析模

型，利用上述方法，在Visual Fortran6．0平台下编制

了小波有限元计算程序进行求解验证，并将其计

算结果与Ansys平台下的计算结果进行了对比研

究。计算过程介绍如下：

带孔平板应力分析模型如图5所示，其求解

条件为：

几何参数：F=20N／ram，长L=200n'gn，宽b=

100rtma，圆孔半径r=20mm，圆心坐标为(100，50)，

弹性模量E=200GPa，泊松比∥=0．3，板厚t=

20rrano

约束条件：板的左端固定。

载荷：板的右侧边缘承受均匀拉力，载荷大小

为20N／nan。

图5带孔平板模型

Fig．5 The model of flat with bore

采用Ansys的8结点平面矩形单元(Plalle82)

及6结点三角形单元(Plane2)进行自由网格剖分，

单元边长取20ram。网格剖分完毕，对左侧施加约

束，对右侧面运用Ansys中的Pressure选项加载，由

于物体表面内法线方向为正，故载荷密度值为一

1MPa，加载完毕后对模型进行计算。由弹性力学

的齐尔西解答，我们知道，无限大带圆孔板的最大

应力集中系数为3，并随着圆孔半径与板宽比值的

增大而增大；最大应力出现在圆孔的最顶端和最

下端，对于本题，其解析解由文献[3]可知，大小为

3．9MPa。由于结点应力求解数据太多，本文不一

一列出，仅考察特征点A的应力仃一，即沿着Y轴

的环向正应力，其Ansys求解结果与小波有限元计

算结果如表l所示。

表1 A点的孔边应力数值‰(单位：MPa)

Tab．1，IlIe盯。value of point A

由表中数据可见，在相同的网格划分密度下，小

波有限元解均优于Ans)，s计算结果，即在网格不变的

情况下’／J、波有限元解能迅速逼近问题的真解。

4结论

1)本文利用B样条小波尺度函数代替传统的有

限元多项式插值，建立了新的逼近空间，构造了用于

求解弹性力学平面问题的B样条小波三角形和矩形

单元。B样条小波单元同时具有传统有限元和B样

条函数数值逼近精度高收敛比较快的特点。

2)由于B样条小波函数的变尺度、紧支撑等

优良特性，B样条小波有限元在处理奇异性、大梯

度问题具有一定的优势。因此该方法在建筑、水

利、机械、土木工程等领域将有一定的应用前景。

参考文献：
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北京：科学出版杜，2006．

[2]朱伯芳．有限单元法原理与应用(第二版)[M]．北京：

中国水利水电出版社，1998． (下转第112页)
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P；无非零最大外权属性，则只是约简，停止搜索

并输出结果；否则，令i+1=i返回步骤4。

因为A中仅含有有限种属性，所以一定存在

自然数K，使得&是4的一个约简。

2．3算法讨论

因为每次从A—P。中选择关于只一，的最大外

权属性口i并入P㈠，P产Pf—l+{口；}(i之1)，不管

口；最终是否被保留在约简中，一个不变的事实是：

作为选择范围的A—P。每次都减少了一种属性。

所以，算法复杂度是多项式的。

上述算法虽然避开了NP问题，并且能够找

到一个Pawlak约简，却无法保证得到的是最小约

简，只能是一个满意约简。

3结束语

给定信息表达系统S=(U，A，y，．厂)后，A的核

及A的所有约简都已客观存在，问题是采用怎样的

算法，才能以尽可能少的计算量求出约简。本文定

义一种外权重，并以此为启发性知识构造一种寻求

约简的搜索算法。计算复杂度是多项式的，收敛速

度快；不足是无法保证求出的是最小约简。

值得注意的是：粗集是一个特殊的系统，粗集

中定义的任何一种属性权重都是特定条件下的属

性权重。因为粗集与非粗集系统关于分类有完全

不同的规则，它与非粗集系统的任何一种属性权

重都有不同的内容、不同的算法和不同的应用。

或说粗集中的属性权重不能应用于非粗集系统；

非粗集系统的任何一种属性权重都不能用粗集算

法获得。
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