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离散模糊变量的条件熵及其性质

马 丽

(江苏大学理学院，江苏镇江212013)

摘要：为了度量给定一个模糊变量条件下另一个模糊变量的不确定性，本文在可信性理论的基

础上，给出离散模糊变量的条件熵的定义，并研究了它的下界，上界，同时得到独立简单模糊

变量条件熵取上界的充分必要条件。
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Conditional entropy for discrete fuzzy variables and its properties

MA Li

(F∞．ulty d Science，Jiangsu University，Zl舱njiang 212013，China)

Abstract：A definition of conditional entropy for discrete fuzzy variables is formulated based on credibility

theory in order to nleasui℃the uncertainty of a fu=y variable given．Its lower bound and upper bound are

investigated．ne sufficient and necessary condition for岫upper bound that the conditional entropy for iIl-

dependent simple fuzzy variables takes is obtained．
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模糊集的概念是由Zadeh⋯在1965年提出的。

为了度量模糊事件，Zadeh【21在1978年提出可能性

测度。由于可能性测度不具有自对偶性，它不能

完全满足理论和实际的需要。为定义一个自对偶

的测度，uu和Iju【31在2002年提出了可信性测

度，2004年，uu[41建立了可信性理论的公理基础，

使可信性理论成为研究模糊现象的数学分支。

模糊熵是一种不确定性的度量，许多学者都

给出过模糊熵的不同定义来度量模糊集或模糊变

量的不确定性。基于可信性理论，文献[5]和[6]

分别给出了模糊变量及模糊向量的熵的定义及其

性质。本文从可信性理论出发，定义离散模糊变

量的条件熵，并研究它的下界，上界，同时得到独

立简单模糊变量条件熵取上界的充分必要条件。

1定义

下文采用的记号同文献[5]，公理及定义1—

8来自于文献[5]。

设@是一非空集合，P为@的幂集，P中的

每一个元素称为一个事件，对于P中的每个元素

A，用Cr{A}表示事件A发生的可信性，我们接受

以下四条公理。

公理1 Cr{@}．1。

公理2每当A c B时，都有cr{A}5 cr{B}。

公理3对于任意事件A，有cr{A}+cr{A‘f

=l o

公理4对任何满足supiCr{Ai}<0．5的事件

{Ai}，有cr{u。Ai}-sup。Cr{Ai}。

定义l集合函数cr称为可信性测度，如果它

满足上述四条公理。

定义2设@是一非空集合，P为@的幂集，

cr是一个可信性测度，则三元组(@。P，Cr)称为

可信性空间。

定义3设善是从可信性空间(@，P，Cr)到实

数集尺的一个函数，则称r是一个模糊变量。

定义4设}是从可信性空间(@，P，cr)到，l维
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实数向量空间F的函数，则称f是—个模糊向量。

定义5设善是可信性空间(@，P，cr)上的模

糊变量，则它的隶属函数定义为

产(戈)=(2Cr{f=石1)^l，V菇∈R。

定义6模糊变量f。，岛，⋯，k称为是独立

的，如果对于实数集R中的任意子集日。，B：．⋯

层。，有

Cr{N．{幺∈日。})=．Hin Cr{￡∈B。}

定义7设(@，P，cr)是一个可信性空间，A，B

∈P，且cr{B}>0，则给定曰条件下A的条件可

信性测度定义为

crl A I Bl=

f％铲瑚果％铲以5
1-一％铲洳果％铲m5
LO．5． 其他

定义8设善是一个取值于{石。，石：，⋯}的离散

模糊变量，则它的熵定义为圳：f]=∑s(Cr{f=

茗‘})，其中S(t)=一tint一(1一t)ln(1一t)。

定义9[61设(菩，叩)是一个二维离散模糊向量，

其一切可能取值为(毛，乃)，黾，竹∈R，i，．|f=l，2，

⋯，则它的熵定义为小f，j7]=荟釜s(Cr{f=茗i，
刁=乃})，其中S(t)=一tint一(1一t)ln(1一￡)。

2离散模糊变量的条件熵

定义10设f，叩是分别取值于{髫，，石：，⋯l和

{Y。，Y：，⋯}的离散模糊变量，假定cr{r=甄}>

0，i=l，2，⋯，则给定模糊变量f条件下叩的条件

熵定义为

11[7l菩]=蚤咄日[7 l；=毛]=銎咄荟s(Cr
12I 12l ，2I

l 7=乃I；=毛})

其中

叫i=吉‘甲‰I钆s毛}一峄‰I‰<毛}+
m≯{FI I菇I芝氟}一mF{产I I zI>算t}

S(t)=一tint一(1一t)lIl(1一c)

注：容易证明，吡≥0，且∑叫；=l。
I=-

定理l设}，17是分别取值于{石t，菇：，⋯}和

{Y。，Y：，⋯I的离散模糊变量，且cr{筝=毛}>0，f

=l，2，⋯，则日[可I f]≥0。

证明由咄及函数S(t)的非负性即得H[呀I

r]≥0。

定理2设f，17是分别取值于X=l舅。，耳2，⋯l

和l，={Y。，Y2，⋯}的离散模糊变量，且cr{r=毛}

>0，i=l，2，⋯，则H[17I g]=0的充要条件是对于

每个f=毛，i=l，2，⋯，至多存在一个7=坛，且∈

{l，2，⋯)，使得l}=毛，7=乃，取非零可信性；且至

少存在—个善=瓢，存在唯一的17=溉，丘∈(1，2，

⋯)，使得{#=缸，17=耽取非零可信性，即此时Cr

{善=札，17=抚=l，亦即善，7均为确定数。

证明假设Ⅳ[叩I；]=0，则Cr{叩=乃l f=毛}

=0或l，i，．『=l，2，⋯，下面分三种情形证明。

情形1：Cr{7=乃l f=毛}皇0，i，-『=1，2，⋯。

由条件可信性测度的定义知cr{17=乃，r=毛}毫

0，i，．『=1，2，⋯。此情形不可能出现，否则cr{f∈

x，叩∈Yl=哗p{<=石；，可=竹l=0，与C}{；∈

X，叩∈Y}=l矛盾。

情形2：对于f=‰，存在17=耽，丘∈{l，2，

⋯l，使得Cr{可=抚l；=礼}-l，且Cr{刁=乃I善

=毛l-0，i，_『=l，2，⋯，i≠k。对于这种情形，由

公理3可得对于任意的．『≠五，Cr{7=竹I r二缸}

=0。从而由条件可信性测度的定义得

C}{7=乃，；=瓤}=0，V．『≠五 (1)

而由Cr{节=所I；=毛}-o,j=l，2，⋯，i≠k知

crl，7=乃，f=毛}-0，．『=I，2，⋯，i≠k (2)

所以由(1)，(2)可得cr{7=乃，f=≈}-0，Vj≠

五，i≠后，从而由公理3知Cr{7=舰，}=钆}-l，

因此f，叩均为确定数。

情形3：存在多于1个毛，分别存在相应的

兆，使得Crl叩=％I筝=毛l=I。不失一般性，我

们设f=l，2，⋯，五∈{1，2，⋯l，贝Ⅱcr{7=乃I f=

毛}．0，V．『≠且，f．1，2，o。00

由此可得cr{可=咒，善=毛}=0，V．『cj,，i=

l，2，⋯，因此

cr{V{17=％，筝=菇t})=l，五∈{l，2，⋯)。

所以0<Cr{叩=既，r=毛I<l，i=l，2，⋯，且∈

{l，2．⋯}。

反过来，若有多于1个毛，分别存在相应的

唯一的托，使得{f=瓤，17=％}取非零可信性。
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不失一般性，我们设0<Cr{7=％，f=石i l<1，i

=l，2，⋯，五∈(1，2，⋯}o

由于Cr{17=乃，筝=茗。}=0，V．『≠^，i=l，2，⋯，

所以cr{71=竹l；=髫i}=0，V．『≠五，i=l，2，*l 0

由公理3知Cr l 7=虼l f=毛}=1，i=1，2，

⋯，且∈{1，2，⋯}，所以日[rlI f]=0。

若只有f=坼，存在唯一的叩=舰，^∈{l，2，

⋯}，使得{f=钆，ri=抚}取非零可信性。则C,r{筝

=X,k，叩=yi,}-l，因此#，叩分别为确定数钆和

施o

crl 7／=％1 f：茗。}：l‘一二三!{群
=l一0=l所以雕j7I}]=0。

注：定理2表明f，刁均为确定数只是圳：】7 l

f]=0的一个充分条件。

推论l设r，叩是两个相互独立的模糊变量，

f取值于{石。，茗：，⋯}，叩是一个确定数，且cr{善

=毛}>0，江1，2，⋯，则日[叩l}]=0。

证明设叩=)，，则Cr{叩=)，}-1，因为善与叩

相互独立。所以

c}{善=石i，叩=，，}=Cr{筝=髫i}^Cr{刁=)，}=

cr{善=气}，i=1，2，*o 00

又cr{f=毛}>0，所以f是一个确定数或0<Cr

{善=菇i}<l，i=1，2，o 00

由定理2知眦j7 l善]=0。

定理3设筝，叩是分别取值于{工。，石：，⋯，茗。}

和{，，。，)，：，⋯，h}的简单模糊变量，且cr{善=毛}

>0，i=l，2，⋯，m，则小叩l善]s nln2，等号成立

当且仅当(善，刁)是一个等可能模糊向量。

证明：由函数S(t)在t=O．5处取得最大值h12

及錾咄=I知圳：17 l苫]=五叫。姿s(Cr{叩=乃l善=
i=1 12l ，oI

毛})s nln2。等号成立当且仅当cr{7=孔l善=毛}

=0．5，即对一切f=l，2，⋯，刀l，．『=l，2，⋯，n，有跳删扎5与‰挣扎5
同时成立，即对一切i=l，2，⋯，m，．『=l，2，⋯，，l，

有Cr{叩=乃，}=甄}=O．5。也就是说，(善，'7)是一

个等可能模糊向量。

定理4设f，刁是分别取值于{茗。，互：，⋯，茗。}

和{)，。，扎，⋯，儿}的相互独立的简单模糊变量，且

cr{譬=毛}>0，i=l，2，⋯，m，则H[刁I g]=nln2

当且仅当r，17均为等可能模糊变量。

证明：由定理3及善，可的独立性知H[刁l r]=

nln2当且仅当

cr{17=，：『l^cr{f=≈}-0．5，i=l，2，⋯，m，

．『=l，2，⋯，n

这就等价于

C}{7=乃}=Cr{f：互i}=O．5，i=l，2，⋯，，n，

-『=l，2，⋯。n

即f，刁均为等可能模糊变量。
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