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基于期权定价模型的还贷决策问题研究

张忠达1，张忠兴2，吴超1

(1．河北工程大学土木工程学院，河北邯郸056038；2．中国农业银行山东省河口区分行，山东东营257200)

摘要：针对房地产价格随机性条件下按揭买房者提前还贷还是延迟还贷的问题，建立基于实物

期权方法的期权定价模型，并运用最优停时理论对其进行求解，明确还贷决策中应当考虑的期

权价值。此外，对研究结果进行可达性分析和比较静态分析，指明模型的诸多经济与政策含义。
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Research of the amortizing decision·—-making based on option pricing model
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Abstract：Based Oil option pricing theory models explores，the problem whether the mortgagors should aIll一

ortize in advance under the circumstance were explored．The price of real estate is driven by geometric

Brown motion(GBM)．The problem was solved through the optimal stopping time theory with explicating

option value in amortizing decision．It also explains the economic and policy implications of the model

tll呻making the reachable analysis and comparative static analysis for the results．
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房贷新政出台后，提前还贷与否将直接影响

广大普通置业阶层的切实利益。而现有的实物期

权框架下房地产投资研究多以开发商为对象【l。7】，

针对个人投资者的研究相对较少【8】。一般地，按

揭买房者在央行加息后有两种策略可供选择：提

前还贷与延迟还贷。那么，按揭买房者如何在这

两种策略之间做出选择?这正是本文要建模解决

的主要问题。

1模型的建立

1．1模型假设

1)购房者的还贷过程是瞬时的，即在现行市

场价格下，其还贷决策会立刻实现。

2)房地产价格服从几何布朗运动。

3)购房者的还贷行为并不影响房地产的价

格，即买房者是价格接受者。这一假定保证了后

文中由几何布朗运动所驱动的房地产价格中并不

包含需求冲击项。

4)买房者在任意时刻都可做出继续(延迟还

贷)或停止(提前还贷)两种决策。

5)还贷过程是不可逆的。

6)买房者的收益函数是最大化期权的期望现值。

1．2分析模型

设房地产的价格P服从如下形式的几何布郎

运动(GBM：Geon世tric Brown Motion)

dl,=∥弛+aPd． (I)

其中∥是P的漂移参数即期望增长率；盯是

P的期望增长率的标准差；W是标准的维纳过程；

也是维纳过程的增量，服从均值为零，方差为五

的正态分布(以=￡√d。，￡一N(o，1))。

记K为执行成本，即所还贷款的那部分本金，
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口为买房者的最低保留还贷成本(假定它在一定时

期内为常数)，则K+口相当于还贷期权的执行价

格。在t时刻，如果买房者做出了提前还贷(停

止)决策，他所获得的收益为只一K一口(PI>K+

口)，其中PI是t时刻房产的当期价格。将这一收

益用连续复利的贴现因子贴现到零时刻，则为

y(P，t)=e—p(P。一K一口) (2)

其中．0为贴现率，y(P，1)是收益函数(PayoffFunc．

fion)，它表示t时刻买房者所拥有房产的收益现

值。由于未来的不确定，这一收益的度量显然是

期望。我们的目标是最大化这一期望的现值。显

然如果把买房者选择提前还贷的最优时间记为r，

则这一时机的选择问题为如下最优停时问题

y。(P，I)=sup{E。[e—F(P，一K一日)]} (3)

其中r为停时：r={t芝0，P≥P。l，其本身亦为一

随机变量。P。为一待求临界值：当P<P‘时做

出停止决策；当P>P。时做出继续决策。此外，

式(3)中的E。[e—pt"(Pf—K一日)]即EV(P，f)，表

示t时刻未提前还贷的收益函数。之所以为期望

现值，是由于将来还贷的那一时刻r不确定，因而

与之对应的房价P。也不确定，从而与P。相对应

的收益也不确定。而表示不确定条件下的收益的

基本方法是取期望收益。

对于最优化问题式(3)，如果我们知道了它的

解r。，则式(3)变为

y。(P，I)=sup{E[e。一(Pr—K一口)]}=E
f

[e一一(P。·一K一口)] (4)

其中随机变量r’=inf{t≥0，P≥P。}是最优停时；

即在所有的停时r中使E,V(P，r)为最大的停时。

1．3继续与停止的时机选择条件

由于式(2)与式(4)实际上表示了买房者的停止

收益与最优继续收益，若停止收益小于最优继续

收益，即I，(P，￡)<V。(P，t)，则买房者必然会选

择等待，以取得更大的收益。满足这一条件的所

有(P，￡)所组成的集合，我们记为继续域CR(Con．

tuation Region)：CR={(P，t)I y(P，t)<V。(P，

t)，t≥O}；一旦最优继续收益等于停止收益，则买

房者会马上做出停止决策。满足这一条件的(P，

I)集合，我们记为停止域SR(Stopping Region)：SR

={(P，t)I y(JP，I)=V。(P，t)，t≥O}。停止域之

所以满足等号条件而非大于等于是因为y(P，t)

是连续函数，它不可能突然使V(P，t)>V’(P，

t)。事实上，早在V(P，t)>V。(P，t)之前的y

(P，t)=V’(P，t)时刻，买房者就已经做出了停

止决策。下面我们会求出P。。

2模型求解及结论

2．1模型求解

我们知道，只要等待的时I司足够长，就可以有无

数的时刻使房价P击中P。，但买房者在第一次观测

到P击中P。时就已经做出了停止决策。所以r。=

inf{t≥O，P=P。}，这实际上是首次可达时间(胁
Passage陆地)。故欲确定r‘，只需求解P。。

事实上，最优化问题(3)的解r’是SneH包络

(envelope)‘91 y(P，￡)=y。(P，t)的解。现在我们

来考察从‘时刻到r时刻收益函数的变动情况。

由Ito公式同时考虑到式(1)及(也)2=0，以比=0，

(d。)2=0不难得到式(5)：

如∞：【警+等+{仃2等】盔
+卯挈也 (5)

该式除了表示下列积分含义再无其他任何

含义①：

咖，r)一v(e∽=r【警+等+
丢盯2等h p挈以 ㈣

对式(6)两边作用期望算子E。与上确界算子

sup并考虑到y(P，t)=V。(P，t)得到

supE,V(P，r)一v(P，t)=V‘(P，r)一以P，‘)

一圳警+警+吉仃2等】正)
=0 (7)

式 (7) 中最后一个等式左边的

supE{．r≯弛Ol,也)项消失是因为非随机变量的
Ito积分的高斯性质的条件成立：掣为非随机
变量，且r【刍泸】五<∞，从而Ito积分p

垒铲也=护f导}叱服从均值为零的正态分

①事实上，由于山不存在，所以d口也不存在，它们的微分表
示并不存在通常的意义。这种表示在随机微分中只是做为一种方
便的记法，其真实含义仅限于lto积分。
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布，所以最【r卯垒毒‰】=Oo事实上，由于r为
停时，所以下Ov(p,s)在区间(t，r)上都是非随机的。
而且它是平方可积的，即满足条件

E州警㈧=E时e却心)≤
E”e-2"m M)=芳<筇1<∞

根据式(7)我们不难得到如下微分方程

警+警+吉口2等一o，⋯。
(8)

由于该方程的解是y(P’，t)=e-P(P’一K

一口)，故其解形如：V(P，t)=e-一F(P)，代人得

{口2P等+胪警一pF(P)=0(9)
求解该二阶微分方程需要首先确定其定解的

边界条件，这些条件是：

(1)房产价格P为零(即Hu币le率为0)，则期

权y无价值，即v(o)=0，从而F(0)=0。(2)买房

者在房价P击中P’时执行停止决策，所获收益为

y(P，r‘)=e一声(P。一K一口)，这一条件被称为

价值匹配条件，它等价于：F(P。)=P’一K一0。

(3)F(P)在P。处是连续光滑的，即平滑粘贴条

件成立：F7(P‘)=l。

由于方程(9)的边界条件中本身就存在关于最

优解的条件，所以该二阶微分方程从形式上看就

需要有三个边界条件。明确地写出这一待解问题

即为

鼍矿P F肾+妒FP—pF=o

S．T．Zero—initial：，(O)=0

Value—matching：F(尸。)=P’一K一0

Smooth—pasting：F7(P‘)=1

(10)

由于期权是无限时间水平的，所以方程(9)中

并不含有时间变量。对这一方程的求解通常是根

据零初值条件来假定它有形如F(P)=AP的解，

并将其代人方程Q0)，得到如下二次方程

Q(卢)=毒口2卢(p一1)+．伊一ID=0 (11)

由于该一元二次方程的判别式大于零，故其必存

在两个相异解。容易得到

p。=i1一参+√(笋一吉)2+擎

岛=吉一0卫．2一√(争一吉)2+擎 (12)

由于方程㈣对因变量y及其一阶、二阶导数

是线性的，故它的一般解可以用两个独立解的线

性组合来表示

F(P)=A1肼+A2雎 (13)

考虑到Q(1)=F—P=一艿<0，Q(o)=一p

<0，从而岛>1，区<o，(见图1)且零为吸收壁

(即F(O)=0条件)得到A：=O，从而式㈤变为

F(P)=Al肼=A舶
将其代入价值匹配条件与平滑粘贴条件中得

到方程组

rA肼：P—K一0

l即1朋～：l(14)

解得：尸。=尚(K+口)
A=％萨c南矿1

J LQ(声)

I |
o 1 ／ 。

墨、}．拶岛7
一p

图1判断解的情况

Fig．1 The situation of the solution

2．2基本结论

结论l(时机选择的基本结论)：买房者的继

续区域为CR={P：P<P。，P。>K+0}，停止

区域为船={P：P≥P。，P。>K+0}，即按揭
买房者在P芝P’时，会选择提前还贷；否则，会继

续等待。其中

P。=池(K+口)
Pl一-

p。=i1一拳+√(参一丢)2+笋
结论2(决策规则的基本结论)：买房者选择

提前还贷决策之时，不应简单地根据P>K+0决

策。而要根据P。：F(P。)+K+0进行决策。在

这一决策规则下，买房者可获得最优期望现值为
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川～，=％萨×高铬斛Po
为t=0时刻的房价。

结论2表明，实物期权下的决策临界值要高于

通常以简单成本为决策临界值，而这部分正是继

续决策所带来的期权价值，二者的比较与差值(差

值即期权价值)见图2。

2．3阈值P。的首次可达性问题

我们已求出了提前还贷时机的阈值P’，然而

问题依然没有结束，因为对于式(1)所给出的随机

过程，一个自然的问题是：房价P是否会达到临界

值P’?如果会，要经历多长时间才能首次达到?否

则，这样的P’就没有指导意义。遗憾的是在传统

ROs框架下对时机问题的讨论中没有考虑到这样

一个重要的问题。

对于形如式(1)的随机过程，其首次可达时间

r。的密度函数可以表示为

log(每)【球等)．(一一雩)I】2g(t，Po，P。)=—告e——孑_
8 q 2mi

其中，P‘(P’>p)是P要达到的临界值。

令s：卢一虿tT2：

若s>0，P。必会以概率l被达到且达到的期

望时间与方差分别为

E(r)：log(-甓")／s，()：los(-甓s3；E(r)= ， ()= s3 5

若s<，。有可能被达到，达到概率为．)Pr／Vat

T

t720P =

(鲁)≯～，但其一阶矩不存在；
』0

当s=0时，P。必会以概率l被达到，但其期

望等待时间是无穷大。

类似地若P。<P，则在s<0时，会在有限时

间内以概率l被达到，否则其一、二阶矩不存在，但

本文的经济含义意味着P’>P。由此可知结论3。

有限时间内达到，P。能否达到取决于s的符号。

若s>0，则P。一定能在有限时间内达到，首次达

到P。的平均时间与方差分别是E(r)=

log(苦)／j，沌r(r)：0．2109(譬)／s3；当s<o(s(鲁)／j，沌r(r)= 109(‘缶)／s3；当s<o(s

=o)时，P’以概率Pr：(鲁)擎。(概率P，=1)
‘0

被达到，但达到的平均时间是无穷大。

3比较静态分析

J·I口与16刖天糸

Q(fl如h)全微分得嘧考+鲁-o’
由于考=印，(|；8。一1)>。，鲁=口2J9-一i1口2+p

：扛—再面地从而鲁北说明仃
的增大会使卢，减小，从而使临界值P’=

口

南(K+口)变大。
3．2』D与角的关系

对呻t(P)川全微分得嘧考+考=

鲁毒+p，一-=。，不难得到毒<。。
3．3占与岛的关系

对邮心m)全微分得到鲁鲁+鲁=

鲁鲁一向+-：。，不难得到鲁>。。

结论3(可达性基本结论)：P’不一定能在 高临界值水平。

传统投资停止区 gOs下的停止区

P F(P‘、=P’一K一0 P’

图2传统决策规则与新决策规则差异图

Fig．2 The difference between the two decision rules
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结论4 收益率(贴现率确定时)、贴现率和

不确定性的增大会提高临界值水平。

3．4平均首次可达时间、可达概率与岛的关系

(1)当户芝0时，掣<0，故：
。^

结论5 较大的p。意味着较小的平均首次可

达时间，且平均可达时间E(f’)对P’的弹性是

单位弹性，即％字面乞与=o。
这一结论与直觉也十分吻合。因为较小的临

界值在平均意义上可以被较快地达到。单位弹性

的结论表明了平均可达时间的变动临界值的变动

幅度是相同的。

(2)当∥<0时，P。的首次可达概率是

e一2(p。Po)tUJ。

结论6 较小的临界值有较大的几率被击中。

这一结论意味着与初始位置较近的临界值有

较大可达几率，与事实相符。

4经济与政策含义分析

1)方差仃提高临界值水平与传统的实物附加

结论是一致的。这也可以对城市中大量存在的炒

房现象作出生动诠释。为了房市的长远发展大计，

政府应在稳定房价方面进行有力的宏观调控，促

使房价的波动回归理性而不是一味的放任房市的

畸形发展。

2)较高的／2意味着r。有更大的可能被尽快

击中，这促使最优临界水平的上升。所以，当前的

房市隐含着不稳定的因素，政府抑制房价过快上

升是刺激真实而非投机的住房需求，繁荣与稳定

房市的有效途径。

3)p越高，意味着较高的等待机会成本，使得
买房者要求更高的临界值。所以，央行提高利率

水平可有效遏制过热的住房需求。从局部的、短

期的角度来看，已经购房正在还贷的以及即将贷

款购房的老百姓，面临着月供增加或购买力下降

的问题，但也只有这样，新政才能规劝大家理性购

房，暂缓购房，从而缓解供需矛盾，平抑房价，这对

国家和个人都有好处。但从全局的、长远的角度

看，对老百姓是有利的。房价继续过快上涨，更多

的人买不起房；更有甚者，一旦泡沫破灭影响经济

景气，导致金融系统问题恶化迫使政府出来埋单

(例如日本)，包括已经购房的人在内，所有人都要

承担不利后果。

5结束语

现有房地产投资方面的研究多以开发商为建

模对象，忽视了对个人房地产投资者的建模研究。

本文在房地产价格服从GBM的条件下对按揭买

房者还贷时机选择的决策问题进行了研究，并对

结果做了可达性分析、比较静态分析。而后进行

了经济和政策含义分析，指明了模型的意义。

篇幅所限，实证研究与数值实验的成果将另

文给出。该成果对于融资投机房产、以租养房等

问题的研究亦具有指导意义。
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