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具有连续变量二阶中立型差分方程的振动性及其有界解

刘志民，孙静

(河北工程大学理学院，河北邯郸056038)

摘要：研究了一类具有连续变量的二阶中立型差分方程的解的振动性。并给出了有界解振动的

几个充分条件。
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Oscillation of second order neutral difference equation

with continuous arguments

LIU Zhi—rain，SUN Jing

(College 0f Science，Hebei University 0f Dlgir积洫喀，H锄dan 056038，Chi坤)

Abstract：In this paper，we consider a class of second order neutral difference equations with continuous

arguments．Some sufficient conditions for the oscillation of above equations w骶obtained．
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随着医学、生物数学、现代物理等自然科学和

边缘学科的发展，出现了许多由差分方程描述的

具体数学模型。近年来，关于具有离散变量的差

分方程的解的振动性研究比较丰富，而具有连续

变量的差分方程振动性的研究还不多。熊万民，

刘炳文⋯考虑了具有多变量的一阶中立型差分方

程△(菇(t)一髫(t—r))+葛q‘(I)石(t一吼)=0的

振动性，并给出了振动的几个充分条件。孙书荣，

韩振来【21研究了一类具有连续变量的二阶中立型

差分方程△：(石(f)+c(t)石(t—r))+P(‘)菇(t一

盯)=0，t≥to的振动性。

本文考虑一类具有连续变量的二阶中立型差

分方程

z∑i(x(t)一P(t)茹(t—r))+∑吼(t)石(t一

巩)=0，t≥to (1)

的解的振动性，并给出了其有界解振动的几个充

分条件。这里△一(t)=石(t+r)一菇(t)，△：(髫

(t))=△。(△∥(t))，r>0，p(t)∈c[to，4-∞)，口‘

(t)∈(0，+∞)，巩∈(O，+∞)，i=1，2，⋯，m。

令石(‘)=石(t)一P(t)菇(t—r) (2)

如果方程(1)的解菇(t)既不最终为正，也不最

终为负，那么，就称其为振动的。否则，就称其为

非振动的。如果方程(1)的所有解都是振动的，那

么方程(1)就称为振动的。

主要结果和证明

引理l设石(t)为方程(1)的最终正解，若05

P(￡)<l，对t≥to，则最终有△≯(t)≥0，：(f)>0。

证明采用反证法。假设其存在最终正解，由

方程(1)和(2)得

△≥(‘)=一∑吼(‘)菇(f一吼)so (3)

所以△≯(t)≥△#(t 4-r) (4)

且可以证明△#(t)≥0，彳(t)>0。否则，存在常数

‘l>to，有△一(t)<0，因此，当i≥1时，得

△声(tl+话)sA z(t1)

将上式两边对i从l到自然数m求和，得

z(tl+(m+1))r—z(‘l 4-r)≤mZX，z(t1)

则lira z(t1 4-(m+1))r=一∞。这与彳(t)的有

界性不符，故ZX z(t)之O。
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又若：(t)>0，不最终成立，则必有tl。之t2，p

>O，使=(f1)≤一∥，从而

z(￡?+，lr)≤一弘

由OsP(t)<l和(2)有

髫(tl’+，lr)<菇(￡?+(n—1)r)一∥，17,=1，2，

⋯·巩

两边对n从l到自然数m求和，得

茗(tf+m'v)<菇(t?)一m弘

lirn茗(ff+mf)=一∞

与z>0矛盾。故最终石(￡)>0。

引理2设c>0，名(t)为方程(1)的最终正解，

若·c<p(t)<0，对t芝to，则最终有△#(t)≥O，z

(f)>0。

证明同引理1证明，得

△≯(t)≥0

z(f)=茗(t)一P(t)石(t—f)>0

故最终有A z(t)≥0，z(‘)>0。

定理1若0sp(t)<1，存在某r乏to，使得对

任何t≥T，有

荟蚤gi(t2+声)=+00
成立，则方程(1)振动。

证明设菇(t)是方程(1)的最终正解，由引理l

知，△≯(t)≥O，z(t)>0，z(t)=菇(t)一P(t)x(1一

r)<石(t)，且存在TI>0及口>0，当T>T1时，有

0<口≤戈(t一吼)成立，故可得△≥(t)+口荟qi(t)
SO。

取充分大的t2>to，令I=t2+声，，是自然数。

将上式两边对_『从l到自然数rg求和，得

△≯(t2+(n+1)r)一A。z(t2+r)+口五互吼
I；lJ=1

(t2+j；r)≤O

当，l一+∞时，有

墨蚤吼(t2+声)<+00
成立，故与条件矛盾。因此，定理得证。

定理2设c>0，若O≤P(t)<c，若存在某r

之to，当i=l时，使得对任何t≥T，∑q(f+掂)=

+00成立，则方程(1)振动。

证明当f=1时，方程(1)化为△：(菇(￡)一p(t)

x(t—r))+q(t)x(t一盯)=0，t≥to，故定理曼廊泣。
定理3设c>0，若一c<P(￡)<0，存在某r≥

％，使得对任何t之T有

荟墨q1(t3+声)(1+p(t3+弦一cri))=+∞
成立，则方程(1)振动。

证明设菇(‘)是方程(1)的最终正解，由引理1

知，△z(t)≥0，z(t)>0。且存在咒>0及b>0，

当T>乃时，有

z(￡)=菇(￡)一P(t)茹(t—r)>算(t)≥6>0

则有△≥(t)+．∑吼(t)(1+P(t一吼))<0

取充分大的t3>to令t=t3+jr，_『是自然数。于是

△≥(1)+6互qf(t)(1+p(t一吼))<0

将上式两边对．『从1到自然数n求和，得

△≥(t2+(厅+1)z．)一△≯(f3+r)+6荟互吼

(t3+。矛)(1+P(t3+J音一盯‘))<0

当，l一+00时，有

釜薹qi(t3+jr)(1+P(t3+声一吼))<+∞
成立，故与条件矛盾。定理得证。

定理4若一l<P(t)<0，存在某r芝to，当i

=1时，使得对任何t≥T，∑P(t+it)(1一c(t+

／r一盯))=+∞成立，则方程(1)振动。

本文参考了文献[4—6]的研究方法，给出了

更具一般性的具连续变量的二阶中立性差分方程

(1)在0≤P(f)<1，一c<P(t)<0时振动的几个

充分条件，推广了文献[4]的结论。
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