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摘要：Opsut在1982年给出了任意图G的竞争数小于等于其边团覆盖数的结果。对予完全五部

图K。⋯。。，当n毫l，5(mod6)时，本文首先构造一个极小的边团覆盖并从中得到其边团覆盖

数，然后利用边团覆盖和竞争图之间的关系得到了其竞争数的一个新的上界，从而改进了由

Opsut给出的完全五部图的上界。
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Competition number of complete pentapartite graphs

Kn，n，n，n，n where凡三1，5(mod6)
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(Colhge of Sciences，I-Iebei University of Eflgir咖，Hebei HaMan 056038，China)

Abstract：Opsut showed that，for any graph G，the competition number of G is less than or equ8l to the

反Ige clique cover number of G in 1982．This paper constructs the,xlse clique cover of minimum size and

give the文Ige clique cover number for the complete pentapartite graphs K。．。．。。。．。where n兰1，5(rood6)．

Then the new bound for the competition number of K。．。．。，。，。is given by the relation of the edge clique coV-

el"and the competition graph，which improve the result of Op蛐t on the bound for the competition number of

K．⋯∥

Key words：edge clique cover；edge clique cover number；competition graph；competition number；coin—

plete pentapartite graphs％m¨。^

1968年，“1’21引入了一个与生态学相关
的概念一竞争图，此后逐渐被学者们所重视，不仅

被应用在生态学领域，还被广泛地应用在有噪信

道上的通信、信道分配和建立复杂系统模型等诸

多方面。

一个无向图G=(y，E)称为有向图D=(y，

A)的竞争图c(D)，如果G=(V，E)满足如下的

两个条件：(1)G与D有相同的顶点集y；(2)对于

不同的两个顶点聋，yE V，若存在一个顶点a∈V，

使得(髫，口)，(Y，a)∈A。贝Ⅱ(霄，Y)∈E。

Roberts【33指出，对于任意图C，如果加入足够

多的孤立点，那么它将成为某个无环有向图的竞

争图。这样的孤立点数的最小值称为图G的竞争

数，记作七(C)。同时，Roberts也指出竞争图的刻

化与竞争数的计算是等价的。opsu一从算法的角

度论证了计算一个图的竞争数是NP一困难的。

但是，对于某些特殊图类中的图，很容易得到该图

的竞争数。

图的竞争图和竞争数，与图的边团覆盖和边

团覆盖数紧密相关。图G的一个团是指y(G)中

的一个子集S，使得G[s]是完全图。由n个顶点

构成的团是在这凡个顶点上的完全图，记作K。

图G的边团覆盖(简记为ECC)是指G中的一个

团族，使得G的每一条边都包含在族中某一个团

里。图G的边团覆盖的最小基数称为G的边团覆

盖数(简称为ECC数)，记作见(G)(文献[5])。
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Opsutc4]给出了对任意图C，其竞争数满足不等式

以(G)一I y(G)I+2≤K(C)s见(G)。Dutton和

Brighamt6]证明了图C是某个有向图的竞争图当且

仅当见(G)s I y(C)I，并且利用ECC刻化了无环

有向图的竞争图的特性。

对于完全多部图的竞争数，目前已有的结论

如下(文献[7])：

(1)蠡(砭)=l，J}(珞．。)=r12—2n+2，后(K．。～)=

(nl—1)(，12一1)+l。 ，

(2)后(疋．。)=n2—3n 4-4(n之2)。

下面将利用边团覆盖与竞争图的关系对完全五

部图K．。。。(n-一l，5(moa6))的竞争数进行探讨。

1完全五部图的极小边团覆盖

设完全五部图K，。．。(，l墨l，5(mod6))的顶

点集可分解为五个(非空)不交子集。

A：={口l，⋯，口．}，B：={bl，⋯，b．}，C：=

{cl，⋯，c．}，D：={dl，⋯，五}，E=l el，⋯，e。}。

令*(i，J，Z，蠡，m)：={口i，6，，白，dk，e。}，l s

f，．『，Z，后，ms n，则*(i，_『，Z，詹，m)是K。．．。(n

暑l，5(moa6))中的恐，注意到疋．⋯，。中有，15个

恐。于是构造一个团族。

，：={*(i，J，Z，后，m)I Z=f+．|f—l(1nod，1)，

蠡=2i+J一2(IlDd凡)，m=3i+J一3(nflocln)，lsf，．『

s n}

式中1≤Z，后，ms，I；I，7 I=n2。

引理1对于任意满足厅誉1，5(瑚|d6)的自然数

n，族∥是K．。，。的一个极小的边团覆盖，特别

地，见(K．。。。)=，12。

证明：取A和曰之间的任意一条边毗以，则

口‘，6，∈*(f，．『，Z，后，m)∈尸，其中Z=f+．『一I

(Inod，1)，J}=2i+歹一2(Inodn)，m=3i+J一3

(—·10d，1)。取A和C之间的任意一条边口；c，，则a；，

q∈*(f，歹，Z，詹，m)∈，，其中歹=Z—i+l

(瑚10dn)，蠡=i+Z—l(Inod，1)，m=2i+Z一2

(n10d，1)。取A和D之间的任意一条边口；噍，则

ai，dk∈*(f，．『，Z，后，m)∈，，其中J=后一2i+2

(InDdn)，Z=后一i+l(Inodn)，m=f+后一1

(n10dn)。取A和E之间的任意一条边口ie。，则

ai，e。∈*(i，．『，Z，座，m)∈F7，其中J=m一3i+3

(IIlod，1)，Z=m一2i+2(Inod，1)，后=m—i+1

(n1DCln)o

取B和C之间的任意一条边6，cf，则6，，ci∈

*(i，J，Z，詹，m)∈，，其中i=Z一．『+1(Ⅱ10d，1)，后

=2l—j(moan)，m=3l一勿(mod凡)。取层和D之

问的任意一条边q也，则毛，dk∈*(i，．『，z，后，m)

∈，，其中2i=屉一J+2(Inodn)，2l=J+后

(蒯n)，2m=3k一_『(r—10dn)。由于n为不能被3
整除的奇数，故i，Z，m被唯一确定。取B和E之

间的任意一条边6，e。，则毛，e。∈*(i，J，Z，后，m)

∈，，其中3i=m—J+3(niodn)，3l=m+巧

(tI硝n)，3k=2m+_『(IIlod珏)。由于n为不能被3

整除的奇数，故f，Z，蠡被唯一确定。

取C和D之间的任意一条边c。也，则cl，以∈

*(i，J，f，后，，n)∈∥，其中f=J|}一f+I(nxId，I)，．『

=2l一后(Inodn)，m=2k—l(m0Cln)。取C和E之

间的任意一条边c。e。，则c，，e。∈*(￡，．『，Z，磨，m)

∈P，其中2i=m—Z+2(Inodn)，2丁=31一m

(蒯n)，2k=m+Z(ITlocln)。由于n为不能被3
整除的奇数，故i，J，后被唯一确定。

取D和E之间的任意一条边以e。，则以，％

∈*(i，-『，Z，蠡，m)∈∥，其中f=m一矗+1

(蒯n)，J=3k一2m(nflocln)，Z=2k一，n(Inod，1)。
从而，是疋．⋯。。(乃茜1，5(n徜))的一个边

团覆盖。

由于疋．⋯．。中所有极大团的大小为5，我们

可以断言疋。。．．的极小的ECC是由毽构成的。

由于I E(K．⋯。。)I=10n2，并且一个恐有10条

边，故疋．。。。的任意一个ECC的大小至少是n2，

即乱(K．⋯。。)≥n2。由I，I=n2可知，以

(K．。．。)=n2，从而，是砭．⋯．⋯(儿誊1，5

(n尚))的一个极小的边团覆盖。
从上述的引理中可以看到，在所构造的极小

边团覆盖F7中任何的两个团之间没有重边。不仅

如此，下面的引理将会看到，存在完全五部图

疋．。。。的顶点的一个排序，使得从排序中的第n

+7个顶点开始，每增加一个新的顶点，必然增加

F7中的一个新的疋。

引理2对于任意满足n暑l，5(咖d6)的自然数

，l，标记K．。，。的顶点为t，。，⋯，如。，且选择恐

*l’．“*41．1∈，，使得

*l U⋯U*i∈{t，l，⋯，钆+。+7 l (1)

式中l≤i54，l一7。

证明：按照如下的顺序标记墨。。。．的顶点



锄1，⋯，口5．有

e1，e2 9 o，en，dl，d2，d^，cl，c2，c^，6I，c11，b^，

b2，口^，a2，63，d3，c3，五一l，口。一l，6。，l，c。一1，口3，b4，

五，c．，五．2，％一2，bB一2，c^．2，口‘，⋯，6(。+1№，

d(^+1)璧，c(^+1)，2，dcn+3)_12，n‘n+3)_f2，6(n+3)，2，c(n+3)，2，

口(^+lm (2)

令 t，l，秽2，⋯1121)+t。如式(2)，且口8l+13+。=6I+3，

tJ“+“+^=d：+3，t，8．+15+-=c，+，，t，8，+16+^=以一J—l，

移8‘+17+_=口^一，一1，移s，+18+^=b．-,-l，口8，+19+^2

c*一-一1，口s。+加+^=吼+3’ 其中1 s s s(rL 4-1)／2—3。

现在从∥中选出恐，且标记它们女n-F：

*1 2{口l，6l，cl，dl，el}，

*2={口1，b。，c。，也，e。I，

*3={ol，b2，c2，d2，e2}，

*4={口。，62，c1，矗，e。一l t，

*5={口2，6。，cl，d2，e3}，

*6={口。，63，c2，d1，e。}，

*7={口2，bl，c2，d3，e4l，

*8={口l，b3，c3，d3，e3 t，

*9={口。，6l，c．，五一l，en_2}，

*∞={口^一l，b3，cl，反一l，e。一3}，

*ll={口2，bn—l，c^，d1，e5 l，

*12={口1，b。一l，c^一l，五一l，e^～l t，

*13={口3，b．一l，cl，也，e5}，

*¨={口。，64，c3，d2，el}，

*15={口2，b2，c3，d4，e5}，

*16={口1，6．，c‘，d4，e·l，

*17={口。，6。，c。一l，也一2，etl-3 t，

*18 2{％一2，b4，c1，五一2，en-5}，

*悖={口3，b。一2，c。，d2，e·}，

*∞={oI，b。一2，c。一2，d。一2，e。．2}，

*2l={口4，6。一2，cl，d4，e7}，

*B，+6={口。，b．+3，cl+2，也+1，e，}，

*8。+7={02，b。+l，c，+2，dl+3，e‘+．}，

*8，+8={口l，b。+3，cI+3，也+3，e。+3}，

*s．+9={％，b。一，+l，cI一．，也一。一l，e。一．一2}，

*8，+m 2{a^一．一l，b。+3，cl，也一，一l，％一2I一3}，

*8，+Il={口，+2，6-一，．1，c_，五+l，e2．+2l，

*8．+n={口l，b^一。一I，c-一。一l，吱一。一l，e^一，一l}，

*sI+13={口。+3，6I一。．1，c1，五+，，e2，+5 t，

⋯，⋯9

*4^一¨
= {d^， b

c^+1，，2， c(^一1)t2，dc^一3)t2，

e(。一5№}，

*4n一13

e(。+3)尼}，

*4n．12

e(¨lm}，

*4^．11

e(n+1)，2}，

= {02，6(。一3)尼，c(n—I)，2，d(^+1)_|2，

= {口l， 6(。+1)，2， c(^+1)，2， d(^+1)，2，

={口。，6(h+7)，2，c(^+5)t2，d(。+3)，2，

*4。．加={口(n+3)，2，b(4+1)，2，cl，d(。+3)，2，口2t，

*4^一9={口(^一1)，2，b(^+3)，2，c。，d(。一3)彪，％一3}，

*4^一8
= {口l， 6(n+3)尼， c(^+3)，2，d cn+3)t2，

e(。+3m}，

*4。一7={口(。+1)，2，b(。+3)，2，c1，d(^+1)，2，e^}，

*i o

对于

其中l≤s s(n+1)12—3。注意到都不同

对于f=1，⋯，13，很容易验证引理1成立。

i：14，⋯，4n一7，很容易得到*；中最大的顶

点标号至多为i+n+7。从

{tIl，⋯，吼+¨7

引理成立。

2主要结论

而*l U⋯U*‘∈

成立，其中ls i≤4n一7。因此，该

利用给出的极小边团覆盖F，的特性来构造

K，。。。，。的竞争图， 从而得到K。。．。的竞争数的

一个上界。

定理1若任意的自然数，l满足n暑l，5

(moa6)，则 七(K．。．．)s n2-4n+8。

证明：由引理1．2可知，存在K。Ⅲ。。的顶点

的一个标号口l，．一，口，。和墨

得*。U⋯U *‘∈{口1，⋯，耽+。+7}，

*扣7∈F7，使

其中1≤is4n

一7。由于l F，I=，12，所以在F，＼{*1'．”，*r 411-7l

中有扩一4n+7个恐，将其记为孔，咒，⋯，

砰山+，。定义一个有向图D如下：

v(o)={t，l，⋯，t，5。}U{石o，zI，⋯，z．2一．。+7

D U I茗∈*；t U{(茗，go)()=．．{(髫，‰+州)茗∈*t {(茗，)
I oI

菇∈*“一7t，口”{(茗，毛)I膏∈瓦}，菇∈*“一7 U{(茗，毛)膏∈瓦}，
则这个有向图D是无环的。此外，对于每一

个f；0，l，⋯，n2—4n+7，顶点毛没有向外的弧，

并且(耽，嘶)∈A(D)ji<J。由(下转第112页)
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定理3设H上=0，K为Hopf代数日的伴随单模，

{口F l 1 s i，J s ne}为由上所述的He的一组基，则

～

耽2舢{奢％11sis心)为日的正则单模且有
日一模同构E兰矾。

证明因为％聋啄=A岛。i聋％∈亿，l sp，q

s‰，因此睨为正则单模。令口：K一亿，毛I j
n．

聋％，1 s i s n，则盯为K到耽的双射。且

盯(以。毛)=盯(裤，。％)=碱．；姿％=％‘W
‘ ‘ 。

f=1’‘
’。

～

聋啄2叩(瓤)
因此，仃：亿一耽为日一模同构。
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3结语

本文提出了一种利用边团覆盖与竞争图的关系

界定完全五部图的竞争数的新的方法。通过分析表
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