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摘要：破产论是风险论的核心内容，复合Poisson风险模型一直是破产论研究的热点。本文研究

了带常利息力和两个红利Threshold策略的复合Poisson风险模型，在作者之前研究的基础上给

出了该模型下的C,erber—Shiu期望折现罚金函数m(Ⅱ，6)所满足的积分一微分方程在艿=0时

的解。
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Solution to the integral．．．differential of the compound Poisson risk model
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Abstract：Ruin theory is the core of risk theory，the com删Poisson risk model is always the hotspot小
ea to be studied in ruin theory．This paper presented the compotmd Poisson risk model with two dividend

Thresholds strategy and eonstarlt interest force and obtained the general solution to the integral··differential

equation of the Gerber—Shiu expected discounted penalty function Oil the basis of the author’s former

studying when艿=0．
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1模型的提出

由于实际的重要性，红利策略越来越受到人

们的关注。所谓的threshold策略是指，当盈余低

于一个常数水平b时，不支付红利，一旦盈余超过
6，则以低于保费率(不计利息力的情况下)的速率

连续支付红利，直到一次新的索赔发生，使盈余回

落到水平6以下，则停止支付红利。有关此方面的

研究参见文献[1]、r2]。

设{五，恐，⋯}是i，f，d的正值连续型随机变

量序列，表示相继的个体索赔额，有共同的分布函

数：P(算)=1一P(石)=P{X1≤茗}，名≥0，概率

密度函数p(石)=P7(髫)，以及Laplace变换p(s)

=l e4dP(x)，I．L=E[X。]。以Ⅳ(t)记到时刻t

为止的总索赔次数，{iv(t)，t≥0}为一独立于

{X。，恐，⋯}的强度为A(A>0)的Poisson过程。

从而索赔到达的时间间隔随机变量序列{五，疋，
1

⋯}与{蜀，恐，⋯}相互独立，且服从均值为÷的
n

Ⅳ(I)

指数分布，以S(t)=∑五记t时刻的累积索赔

额，若』v(t)=O，则S(t)=0。{S(t)，I≥0}是一
个复合Poisson过程。

假设保险公司的盈余每单位时间以常利息力

艿(艿≥0)获得利息，以U(t)，t乏O记保险公司在

时刻t的盈余，则
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u(￡)=矿(u+cI e～ds一∑e-吒五)=
J 0 ^=1

．． ．1v(1)

∥+cI：e#(t-s)ds一∑秒圳rk五 (1)

或du(t)=cdt—dS(￡)+艿u(t一)dt

式中c一保费收取速率(简称保费率)；U(O)=

H一初始盈余。
在本文中，我们在模型(1)的基础上引入两个

红利threshold：0=60<bl<b2<b3=∞，使得

当盈余介于b¨和b；之间时，保费率为c；，i=l，

2，3，一般有c1>c2>c3。设岛为相应于cf的相对

安全负荷，即：c；=(1+只)扣。为区别于模型(1)，

将两个红利threshold策略模型下的盈余记为

仉(t)，相应地，破产时刻记为瓦，破产前的瞬时盈

余记为玩(瓦一)，破产时的赤字记为l玩(瓦)I。

从而，模型(1)的修正盈余过程{玩(t)；t乏0}可
表示为

dub(t)=ci出一dS(t)+艿玩(t一)出，bi—l s

Ⅱ<b，i=l，2，3 (2)

定义模型(2)下的Gerber—Shiu期望折现罚金

函数为

m(Ⅱ；b)=科e1毛甜(玩(瓦一)，I玩(死)

1)“。．}I阢(0)=U] (3)

式中一口(口之O)一折现率；∞(龙，Y)，菇芝0，y>
卜非负可测函数。

2积分一微分方程的解

艿=0时，模型(2)的期望折现罚金函数m(Ⅱ；

b)满足方程

mt㈦6)=半础；6)一新m一茹；
b)dP(x)一拿；(n)，bi．1≤H<b‘，i=1，2，3

(4)

此为一分段线性积分一微分方程，以下的工作是

给出方程(4)的一个解。

为此，设．厂为一实值黎曼可积函数，s为一非

负实数(或具有非负实部的复数)，定义函数，的变

换算子￡如下。

ry(茗)=l e-．(y-z)jr(y)dy (5)

后面用到时，都假定该积分收敛。

对于每个c；，i=1，2，3，Lundberg基本方程为

Ci$+Ap(s)一(．：I+口)=0 (6)

式中P(s)一密度函数p(x)的Laplace变换，p(x)

=I e4dP(x)；仇一相应于ci的相对安全负荷。

文献[3]指出，方程的根总是存在的，记方程

(6)的根为R，i=l，2，3，下面的定理是之前的研

究结果。

定理1设c；和b“是模型(2)中给定的常数，

函数屯(M)，Ⅱ之b¨满足％hi(bH)收敛。

(1)若可导函数地(Ⅱ)满足如下齐次积分一

微分方程

u，u)=半舢)一斩味1以Ⅱ一
x)dP(x)，Ig≥6i—l (7)

初始条件：ui(b“)=1，i=I，2，3，则p；u)=!—二_j?掣P^cH一气．-，，u≥bi_l i：
1，2，3 (8)

(2)若可导函数肫(u)，U≥bH是如下非齐

次积分一微分方程

产7 u)=半如)一言r-hi．I“u—
x)dP(x)一h‘(“)，n芝bl一1 (9)

的解，且满足产；(It)一0(毋“)(1‘一∞)，则雎(u)
是如下积分方程

卢i(Ⅱ)=ⅡlI“‘产f(Ⅱ一x)dAi(石)+

瓦．鬼(u)，Ⅱ之b渊 (10)

的解，且解∥；(Ⅱ)可表示为

以M)=矗r1％以Ⅱ刊州舢
瓦．^i(u)，n≥b‘一l，i=1，2，3 (11)

其中分布函数A。(戈)由其尾部定义。

I e-PI(I“)‘可万dt

A‘(茹)=1一Af(石)=生专焉f——————一=I e-R‘P(t)dt

梨，菇≥： 120,i1,2,3(12)桶一≥= )

Ⅱ。：业业出：．：【--T，。P--@ciPi C,i

，f：l，2，3。

rI

(13)

G(石)是一复合几何分布函数，满足

c；(菇)=∑(1一Ⅱi)刚i“(石)，石≥0，i=1，
2，3 (14)

A，。是Al与其自身的／'t重卷积。

b“s耻<b；时积分一微分方程的解为求解

积分一微分方程(4)，考虑如下形式的分段非齐次

积分一微分方程

m．6)=铷tt；6)-托以Ⅱ叫b)de(茗)
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gf(“)，bi—l≤Ⅱ<b‘，f=1，2，3 (15)

其中gi(M)，b¨s“<b‘，i=l，2，3是连续函数，

且在Ⅱ=b¨处存在左极限。

我们定义方程(15)的解是一连续的分段函

数，且在(b¨，b；)内可导，在bf-l，f=l，2，3处存

在右导数。

为求非齐次方程(15)，考虑如下齐次积分一
微分方程

g，(Ⅲ)=半小．6)一托加一
b)dP(x)，6f-I sⅡ<bf，i=l，2，3 (16)

初始条件口(0；6)=1

定理2分段齐次积分一微分方程(16)的解可

表示为

g(Ⅱ；b)=9‘(Ⅱ)+后i移f(￡‘)，bi—l s n<6‘，f

=l，2，3 (17)

其中仇(扯)=南J。”1)，t(珏一石)dGi(戈)+
1 r0一●．．

以(Ⅱ)，Ⅱ芝b¨(18)

7‘(u)=1I‘l q(u一戈；b)dAl(戈)，H≥
J
n一气一l

bf-l，i=l，2，3 (19)

系数ki满足k1=1，ki=吼一1(bj-1)+kH毪一1(6i_1)

一以(bi-1)，i=2，3(20)

哦(扯)由式(8)给出，函数A；(石)，及常数皿分别由

前面的式(12)、式(14)和式(13)给出。

证明：文献[4]已经证明了i=1的情况。对于

i=2，3时，证明过程分以下三步：首先证明方程

(16)的解具有式(17)的形式；其次证明式(17)中

仇(Ⅱ)的具有式(18)的表达式；最后证明由式(20)

给出的系数ki可保证方程(16)的解，式(17)在Ⅱ

=b¨处连续，以下是具体的证明。

对于b¨s u<b；，i=2，3，将方程(16)重写

为

“It；6)=半加；6)一斯吐1如一
b)dP(x)一iA l。q(M一菇；b)dP(x) (21)

。l。”气．t

将条件bl-l sⅡ<b。放宽到Ⅱ≥b¨，并令h；(Ⅱ)

=}l q(“一菇；b)dP(x)，则方程(21)即为定
。i J*一气．I

理l中的方程(9)。

设仇(“)是方程(10)的解，从而方程(16)的

解可表示为

ql(u)=9f(Ⅱ)+k,vi(Ⅱ)，Ⅱ艺bl—l，i=2，3

其中轨(Ⅱ)由式(8)给定。可适当选取系数ki，使

得解q；(Ⅱ)在b¨处连续。

F面证明仇(M)具有(18)式的形式。

对于Ⅱ之bi_l由于鬼(“)2舍J。一‰g(Ⅱ一名；
b)dP(x)，故

％^i(H)=丢，：e-t。i(t-s)[．『：_屯．。g(t一石；
6)p(石)d髫]d￡=云A-i J‘o～_1 q 7k石；b)．fSe-Pi“-*)p(‘一
菇)dxdt=尘ClJPo g(菇；6)％p(u一石)d菇=

托¨如叫6)％出m
··‘％p(菇)如=[j。e叫(1一P(t))dt]dA；(茗)=掣岫)皿=掣
．·．聃㈤=规‰qcu-x；b)气掣

，■

dAi(茗)=ⅡiI q(比一茗；b)dAf(菇)=7‘(u)
JⅡ一屯一l

即式(18)得证。

对于i=2，3，选择‰，使q(“；b)在b¨处连

续，即
lira q(n；b)=lira q(Ⅱ；6)=口(bi-l；b)
P气．1‘ r+气．1+

故有等式9i—l(bi．1)+也一111i(bi_1)=仇(bi-1)+

甄地(b“)=7i(b¨)+ki

即缸=仇一l(b¨)+ki—1％一1(b“)一yi(b¨)，

定理得证。

根据文献[4]给出的相关结论，对于非齐次积
分一微分方程

蹦u)=等嘶)一瓤嘶一
x)dP(x)一h。(H)，Ⅱ≥0，i=1，2，3 (22)

其一般解可表示为

E(u)=Z(u)+|j}gi(z‘)，U≥0，i=1，2，3

(23)

其de五(u)一0(ep“)(1‘一∞)，且满足如下瑕疵
更新方程

Z(z‘)=II；I Z(Ⅱ一x)dA；(x)+％h；(耻)
J 0 ‘

(24)吼(Ⅱ)：燃∥，耻≥o(25)毗Ⅱ，2 r丽∥‘，耻≥u LDJ

其中峨(Ⅱ)是一复合几何分布的尾部，满足方程

缈’；(“)=立Ci Jfo。[1一峨(M一菇)]d只(菇)一

掣l一鬈(“)]，l‘≥0
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ct 2承习Cl，分布函数只(石)满足：d只(髫)=
!：!：鱼呈!塑
p(o；)

式中七一任意常数(参见文献[2]，文献[4])。

定理3设函数gi(z‘)，b¨s M<b；，在[bi-1，

+∞)上有连续扩张，且瓦．毋(b¨)收敛，i=l，2，

3，则分段非齐次积分一微分方程(15)的一个解

以l‘；6)可表示为
人u；b)=虽(M)+ziq(“)，b‘一1 s“<b‘，i=

1，2，3 (26)

其中磊(Ⅱ)=南J。”1屯(n一菇)蝎(茗)+
1 r■一O．-

h‘(Ⅱ)，Ⅱ之bl_l (27)

^‘(n)=Ⅱil 八u一茗；b)aa‘(髫)+
J
o一气．1

％gl(u)，M≥bi-l，i=1，2，3 (28)

系数以满足：f3=0，li=茧一l(bi一，)+厶一，姥一，(b“)

一t(b¨)，i=2，3 (29)

峨由式(8)给定，A，(石)，1Ii，Gf(茗)分别由式(12)、

式(13)和式(14)给定。

证明：i=1时，令：Z(Ⅱ)=量(Ⅱ)，k=k，，直

接应用式(23)即可证明式(26)。对于i=2，3的情

形，证明类似于定理2，当bH s耻<bi时，将方程

(15)重新改写为

弛．6)=铷Ⅲ)一甜k1“配一茗；
6)dJP(茗)一言L。八u叫6)d尸(聋)一戤(H)=
铷Ⅲ)一甜吐1以n一髫；b)de(扎
[舍f。以口一菇；b)dP(x)+gj(比)]
”l。o’’一I

将条件bi-l sⅡ<bi放宽到u≥bi-l，并令

鬼(u)2扎‰八Ⅱ叫6)aP(茗)垤(z‘)，
u≥bi一1

在定理2中，令：仇(u)=幺(Ⅱ)，余下的证明类似
于定理2，证毕。

注意到，在定理3中，系数Z。未知，l。可通过解

方程＆(b：)+f2tI：(b：)一^，(b：)=0求得。

最后给出分段非齐次积分一微分方程(4)的

解。在定理3中，若令gi(u)=÷}(M)，筝(“)=

I cc，(H；石一u)dP(茗)，则有如下推论。

推论若瓦善(u)，i=l，2，3收敛，则艿=O时，

模型(2)下的C,erber—Shiu期望折现罚金函数

m(H；6)所满足的分段非齐次积分一微分方程(4)

的一个解可表示为

m(u；b)=mi(M)4-lift／‘(耻)，bf—l≤扎<b‘，

i=1，2。3

其中mi(1‘)=盎J。”1 hiU--(u一茹)d cf(石)+
l 广 ●．．

h‘(比)，M≥bi．1

hi(M)=ⅡiI m(H一菇；b)aAf(名)4-
o”‘i—l

会砭f(Ⅱ)，Ⅱ≥bH，i=l，2，3
口3=0，口i=，，ll—l(b‘，1)+a‘一1％一l(b‘一1)一

鬼(bj-1)，i=2，3

A；(茗)，II；，G(菇)和峨(茗)分别由式(12)、式(13)、

式(14)和式(8)给出。

注：系数的选取保证了方程(4)的解m(址；6)在“

=b¨处的连续性。
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