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Rayleigh波频散曲线两种计算方法的对比

秦 波, 曹艳梅,夏 禾
(北京交通大学 土木建筑工程学院, 北京 100044)

摘要:采用两种假定的层状土介质模型, 通过快速标量法和薄层刚度法分别计算 Rayleigh 波的

频散曲线,包括两层介质和三层介质两种地基土模型, 分析对比了层状介质土 Rayleigh 波的频

散特性, 发现在低频阶段薄层刚度法计算效果优于快速标量法,在高频区域二者差别不大。
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Comparison of two calculation methods of Rayleigh waves dispersion curve

QIN Bo, CAO Yan�mei, XIA He

( School of Civil Engineering, Beijing Jiaotong University, Beijing 100044, China)

Abstract:We mainly calculated the Rayleigh wave frequency dispersion curve of multilayered soil respec�
tively, including two- layered and three- layered soil model, adopting thin- layer method and rapid sca�
lar method. In addit ion, we have analyzed Rayleigh wave disperse property of multilayered media soil. It is

found that thin layer method is superior to rapid scalar method in low frequency domain, while it has little

difference between each other in high frequency domain.
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� � 1887年, Rayleigh 首先发现了 Rayleigh波的存

在并揭示了其在弹性半空间介质中的传播特性。

20世纪 50年代初,人们又发现了 Rayleigh 波的频

散特性,随之开始了利用天然地震记录中的 Ray�
leigh波探测地球内部结构的研究。目前关于瑞雷

波的研究主要集中在两大方面: 一是瑞雷波的正

演,即利用层介质参数, 通过土体的传递矩阵来计

算瑞雷波的频散特性 (瑞雷波的相速度与频率之

间的关系)
[1- 4]

;二是瑞雷波的反演,即利用现有的

仪器测定瑞雷波的波速,提取瑞雷波的频散曲线,

对地基土的参数等进行反演解释
[ 5- 6]
。由于瑞雷

波的频散关系是一个隐式关系, 正演中关于理论

频散曲线的推导不易求解, 对此国内外的研究人

员提出了一些用在正演中的研究方法, 如直角坐

标系下的 Thomson- Haskell传递矩阵法
[ 7]

, Knopoff

算法
[ 8]
、Schwab算法

[ 9]
, 柱面坐标系下的 �矩阵算

法和快速标量算法
[ 1- 3]
以及薄层刚度法

[ 4]
等。本

文主要对目前采用比较多的两种方法 � 快速标量

法和薄层刚度法进行分析比较, 通过算例分析给

出每种方法的优缺点以及适用范围, 为更好地进

行Rayleigh波的正演和反演等研究提供合理的研

究方法。

1快速标量法

快速标量法是由张碧星
[ 10]
、凡友华

[ 1- 3]
等在

无量纲实数传递矩阵算法和快速矢量传递算法的

基础上改进提出的。为降低有效数字的损失以及

快速矢量传递算法的计算量, 用标量的传递形式

重新组织传递过程。

按下式定义五个标量 x 1 , x 2 , x 3 , x 4 , x 5

Vi= [ 1+ �P i�Si , �i + �P i�Si , i�S ig i , - i�P igi ,

- �
2
i- �Pi�Si ]

T
( 1)

x 1= Vi ( 1) , x 2 = Vi ( 2) , x 3 = Vi ( 5) , x 4 = Vi

( 3) , x 5= Vi ( 4) ( 2)
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式中 Vi � 第 i层介质参数。

�i = v
2�( 2v Si )

2
, �Pi = v

2�v 2
Pi - 1, �Si =

v
2�v 2

Si - 1, g i= 1- �i= v
2�( 2v 2

S i )

式中 v Si、vP i � 第 i 层介质的横波波速和纵波波

速; �� Rayleigh波波速。

按照各层的介质参数从第 n 层到第 1 层对 5

个标量依次进行传递,每次传递的程序为

x 1= x 1�l , x 3= lx3 ( 3)

p 1= x 1- 2x 2- x 3

p 2= - �
2
x 1+ 2�x 2+ x 3

p 3= gx 4

p 4= gx 5

p 5= - �x 1+ ( 1+ �) x 2+ x 3

( 4)

q1= abp 1+ edp 2- adp 3+ bep 4

q2= edrsp 1 + abp 2+ berp 3- adsp 4

q3= adsp 1 - bep 2+ adp 3 + edsp 4

q4= - berp 1+ adp 2+ edrp 3+ abp 4

( 5)

x 1= q 1- q2+ 2p 5

x 2= �q 1- q2- ( 1+ �) p 5

x 3= - �
2
q1+ q 2- 2�p 5

x 4= gq3

x 5= gx 4

( 6)

式中 k 和h 分别表示 Rayleigh波沿水平自由界面

传播方向上的波数和层厚度, a = cos( �P kh) , b=

cos( �Skh) , d = sin( �Skh)��S , e = sin( �P kh )��P , r

= �
2
P, s= �

2
S , g = 1- �= v

2�( 2v 2
S )。

得到第一层介质对应的 5个标量, 令此时的

行 x 3 为 x 3
( 1)

,则频散方程为

x 3
(1)

= 0 ( 7)

可以看出, 快速标量算法通过将矩阵转化为

标量运算, 可以大大提高频散曲线的计算速度。

但其不能进行复数运算, 因此不能更好地考虑介

质阻尼对模态的影响。

2薄层刚度法

薄层刚度法是 Lysmer 和Wass在研究 Love波

时,将分层细化成很多薄层。Kausel 和 Roesset将

此方法推广至分层介质中 P- SV波场研究,将层

刚度矩阵中的三角函数(若含有复数,则为超越函

数)进行了化简,三角函数或超越函数运算最容易

导致数字损失, 从这一点讲,薄层刚度法并不比传

递矩阵优越。然而当三角函数值很小时(若为复

数,则要求复数的模很小) , 三角函数则可用简单

的代数表示。

根据泰勒级数, 无论 x 是实数还是复数,当 x

趋近于x 0 时

f ( x ) �f ( x 0 ) + ( x- x 0 ) f�( x 0 ) + ( x - x 0 )
2
f�

( x 0 )�2! + ( x- x 0 )
2
f�( x 0 )�3! ( 8)

当 x 很小时, 正余弦三角函数分别近似为

sinx �x - x
3�6 cosx �1- x

2�2 ( 9)

薄层刚度法层刚度矩阵中的三角函数一般表

示为 kr�d 和 kr �d,其中 r �, r�由下式给定求出

r �=
( VRm�VPm )

2
- 1 VRm > V Pm

- i 1- ( VRm�V Pm )
2

VRm < V Pm

r �=
( VRm�VSm )

2
- 1 VRm> VSm

- i 1- ( VRm�V Sm )
2

VRm< VSm

( 10)

式中 k � Rayleigh波沿水平自由界面传播方向上的

波数; VRm、VPm , d � 第 m 层 Rayleigh波相速度、纵

波波速和薄层的厚度。

由于 r�, r�的值有限,要使 kr�d, kr �d 很小, kd

= 2�d��必须很小, 即波长相对分层厚度很大时,

分层刚度矩阵可以表示为

K= Ak
2
+ Bk+ G- �

2
M ( 11)

A=
d
6

2( �+ 2�) 0 �+ 2� 0

0 2� 0 �

�+ 2� 0 2( �+ 2�) 0

0 � 0 2�

;

B=
1
2

0 �- � 0 - ( �+ �)

�- � 0 �+ � 0

0 �+ � 0 - ( �- �)

- ( �+ �) 0 - ( �- �) 0

;

G=
1
d

� 0 - � 0

0 �+ 2� 0 - ( �+ 2�)

- � 0 � 0

0 - ( �+ 2�) 0 �+ 2�

;

M=
�d
6

2 0 1 0

0 2 0 1

1 0 2 0

0 1 0 2

式中 �、�� 地基土的 Lam� 常数; �� 土体密

度。

上式表明,将层厚划分为很多薄层,层厚相对

波长很小时, 这些薄层的刚度矩阵就可以用代数

形式表示。将位移矢量以层排列方式转化为以水
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平向、竖直向排列方式,即将 U= [ u0 , w0 , u1 , w 1 ,

�un - 2 , wn- 2 , un- 1 , w n- 1 ]
T
改写为

U= [ u0 , u1 , u2 , �un- 2 , un- 1 , w0 , w 1 , �w n- 2 ,

wn- 1 ]
T

( 12)

式中 u、w � 分层界面处的水平位移分量和竖向位
移分量; 0 � 自由界面; i � 第 i 层界面( i= 1, 2, 3,

�, n- 1)。

薄层刚度矩阵相应改写为

A=
d
6

2( �+ 2�) �+ 2� 0 0

�+ 2� 2(�+ 2�) 0 0

0 0 2� �

0 0 � 2�

=
Ax 0

0 AZ

B=
1
2

0 0 �- � - (�+ �)

0 0 �+ � - (�- �)

�- � �+ � 0 0

- ( �+ �) - (�- �) 0 0

=

0 Bxz

B
T
XZ 0

C=

�
d

-
�d�

2

3
-
�
d

-
�d�

2

6
0

-
�
d
-
�d�

2

6
�
d
-
�d�

2

3
0

0 0
�+ 2�
d

-
�d�

2

3

0 0
- (�+ 2�)

d
-
�d�

2

6

� � 0

� � 0

- (�+ 2�)
d

-
�d�

2

6

�+ 2�
d

-
�d�

2

3

=
CX 0

0 CZ

(13)

将薄层刚度矩阵集成得到总刚度矩阵

k
2
AX+ CX kBXZ

kB
T
XZ k

2
AZ+ CZ

( 14)

AX BXZ

0 AZ

+
1

k
2 CX 0 \ = B

T
Z XZ

kUX

UZ

= 0

( 15)

从上式可以看出, 二次特征值方程的求解可

以转化为求解方程的一次特征值问题,求解方程

的特征值就可以得到相应的 Rayleigh波波数。

和直角坐标系下的算法( Thomson- Haskell的

传递矩阵法、Knopoff改进算法)以及柱面坐标系下

的算法(�矩阵算法,快速标量法)方法不同, 薄层

刚度法采取了化简的形式, 将三角函数进行了化

简,提高了数字计算速度。用泰勒级数代替三角

函数, 并且根据每层的层刚度矩阵来组集总刚度

矩阵,得到关于刚度矩阵的行列式, 通过求解该行

列式的特征值, 得到波长值, 他们和 Rayleigh 波的

相速度是一一对应的关系, 这种算法的优点就是

求解速度快,方程为显式,关系对应明确。

虽然三角函数或超越函数容易导致数字损

失,但当它用代数表示后, 利用刚度矩阵可以直接

求出矩阵的特征值,速度快精度高, 并且可以通过

复数求解来考虑阻尼效应。

3算例

分别采用快速标量法和薄层刚度法计算分析

对分层土介质模型 Rayleigh波的频散性。

3. 1两层土介质模型

以中软场地土为例,地基土参数见表 1。土层

假设为两层,层厚度依次为 2m, 半无限空间(近似

以 100m计) ,计算频率范围 400Hz。

分别采用快速标量法和薄层刚度法计算其频

散曲线如图 1所示。

图 1中列出了 0至 350Hz频率范围内的前六

阶模式对应的频散曲线。从图中可以看出, 对于

Rayleigh波的前三阶模态,两种方法的计算结果除

表 1 两层土介质模型参数

Tab. 1 Parameters of two- layer soil model

土层
层厚

�m

横波波速 VS

�( m�s- 1)

横波速度加权

平均值 VSM

�( m�s- 1 )

阻尼比 �
密度 �

�( kg�m- 3)

薄层分

层数 n
泊松比�

纵波波速 VP

�( m�s- 1 )

第一层 2 140
247. 84

0. 02 1 800 20 0. 447 5 454

半无限空间 100 250 0. 01 1 900 50 0. 437 5 750
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了在上一阶模态的截止频率附近计算差异较大

外,在随后的频率范围内,二者并无差异。

3. 2 三层土介质模型

第二种地基土模型选用中硬场地土, 土层假

设为三层,层厚度依次为 2m, 5m, 半无限空间(近

似以 100m 计) ,计算频率范围 400Hz。

分别采用快速标量法和薄层刚度法计算其频

散曲线如图2所示。

图 2中列出了 0至 350Hz范围内三层土介质

模型的频散曲线。可以观察出, 在 50Hz 内, 尤其

对于基阶模式,快速标量法图形有一些不规则, 但

高阶模态和薄层刚度法差异不大。在高频区, 各

阶模态两种算法计算的频散曲线并无差别。

比较图 1和图 2,可以看出:

1) Rayleigh波相速度范围趋于层剪切波速最

小最大值之间, 两类方法计算的频散曲线结果比

较接近, 总体趋势一致, 差异不是很大。

2) 在 50Hz之后, 频率越大, 两类方法计算结

果越接近,尤其是基阶模态, 两者的差异性最小。

3) 相速度越小,两类方法计算结果越接近。

表 2 三层土介质模型参数

Tab. 2 Parameters of three- layer soil model

土层
层厚

�m

横波波速 VS

�( m�s- 1)

横波速度加权

平均值 VSM

�( m�s- 1 )

阻尼比 �
密度 �

�( kg�m- 3)

薄层分

层数 n
泊松比�

纵波波速 VP

�( m�s- 1 )

第一层 2 250 0. 02 1 800 20 0. 437 5 750

第二层 5 350 441. 59 0. 015 1 900 20 0. 437 5 1 050

半无限空间 100 450 0. 01 1 900 50 0. 447 5 1 459. 8

(下转第 29页)

第 2 期 秦波等: Rayleigh 波频散曲线两种计算方法的对比 13



将方程( 15)化为无量纲方程

�
4
w
��

4 + �
�

5
w

��� 
4 - ��0

�
2
w
��

2 + v
2
{ [ 1-

1
2
�CT ( 1-

1
2
�- �) -

1
2
( 1- �) C�T ]

�
2
w

��
2 +

1
2
�CN

�w
��

} +

2�
1�2
v
�

2
w

��� 
+ 1

2
�CN�

1�2
v
�w
��

+ ��w
��

+ �
2
w
��

2 = 0 ( 17)

式中 �� 质量比; �� 无量纲时间; v � 无量纲流动

速度; �� 无量纲延滞时间。

3结束语

运用 D� Alembert 原理, 引入 Kelvin 模型的微

分算子,得到了轴向流动中 Kelvin 模型粘弹性圆

柱体的运动微分方程, 最后再引入无量纲量将

Kelvin模型粘弹性圆柱体的微分方程化为无量纲

方程,为轴向流动中粘弹性圆柱体的动力特性分

析奠定了基础。
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4) 采用快速标量法计算的 Rayleigh波相速度

比薄层刚度法计算的值大, 但是随着频率的增大,

二者的差异逐渐减小。

5) 在频率较小时, 尤其是在 50Hz内,当相速

度趋于层剪切波速最大值时, 快速标量法的曲线

不规则,并出现多条曲线。相反, 薄层刚度法则趋

于层剪切波速最大值。因此, 在零频率附近薄层

刚度法的计算效果优于快速标量法。

6) 对于瑞雷波相速度最小值, 两类方法差异

性不大,均接近层剪切波速最小值。

4结论

1)快速标量法计算频散曲线的速度比较快,

并且它避免了一些不必要的虚数运算, 大大提高

了计算的稳定性。

2)与快速标量法相比, 薄层刚度矩阵法可做

复数运算, 可以更好地考虑介质阻尼对模态传播

特性影响, 此外薄层刚度矩阵法可避免传递矩阵

连乘导致的数值不稳定, 但该方法要求所细化的

薄层厚度要远小于波长, 因此计算速度会受到一

定的限制。

3)经计算发现在低频阶段薄层刚度法计算效

果优于快速标量法, 在高频区域二者差别不大。

4)与快速标量法相比, 薄层刚度法进行简化

后,可以利用特征值求出频率波速对应关系, 计算

简便。
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