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功能梯度 Timoshenko梁的静力弯曲分析

付俊强
1
,龚 云

2

( 1. 洛阳理工学院 机械工程系, 河南 洛阳 471023, 2.焦作师范高等专科学校 基建处, 河南 焦作 454002)

摘要:基于Timoshenko 梁变形理论,建立功能梯度材料梁在均布载荷作用下的弯曲控制方程,寻

找均匀梁和非均匀梁的控制方程的相似性, 将功能梯度材料梁的弯曲求解转化为均匀梁的弯曲

求解与相似转换系数的计算。通过理论推导和相似性分析证明,功能梯度Timoshenko梁的弯曲

解与同样尺寸、边界条件和载荷条件下的均匀材料 Timoshenko 梁的弯曲解成正比, 这个比例常

数完全由材料的非均性质参数确定。
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Abstract: Based on Timoshenko beam deformation theory, the governing equations for the problem were

built up. The authors studied the similarities of governing equations between the homogeneous beam and

the non- uniform beam, and then the problem of functional gradient materials beam bending was to solve

bending of uniform beam and to calculate similarity coefficient of product. Through theoretical derivation

and analysis of the similarity, we found that the bending solut ions of functional gradient Timoshenko beam

is proportional to uniform materials T imoshenko beam with the same size, boundary conditions and load

conditions, This proportional factor was determined entirely by nature inhomogeneous parameter of material

constants.
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� � 均质材料Timoshenko 梁的研究已有许多文献

报道, Timoshenko
[ 1]
首先研究了各向均匀梁的剪切

变形效应; 龚善初
[ 2]
应用最小余能原理的理论和

方法,对 Timoshenko 梁进行了动力分析; 刘吉源
[ 3]

分析了在轴向力作用下的 Timoshenko 梁的横向振

动频率特性; 马连生
[4]
利用 Euler - Bernoulli 梁理

论、Timoshenko 梁理论和Reddy 三阶梁理论的特征

值问题的相似性, 研究了不同梁理论之间特征值

的关系。近年来,人们从不同角度开展了 FGM结

构力学方面的研究, Ma 和Wang
[ 5- 6]
基于经典理

论,用打靶法求解了周边简支和周边固支功能梯

度材料圆薄板在横向荷载作用下的大挠度弯曲问

题,以及在径向均布机械荷载作用下的后屈曲行

为; Shen
[ 7]
采用二次摄动技术求解了四边简支功能

梯度复合材料矩形板在热�机荷载作用下的非线性
弯曲问题;WOO

[ 8]
基于经典理论, 推导了横向载荷

和温度场作用下FGM矩形板和浅壳大挠度 Fourier

级数形式的解析解。

本文基于 Timoshenko 梁理论, 推导了功能梯

度材料梁的弯曲控制方程, 通过理论推导和相似

性分析证明, 将功能梯度 Timoshenko 梁问题的求

解转化为均匀材料梁的求解, 从而为功能梯度梁

的弯曲分析提供便捷的途径。
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1求解方法

考虑一厚度为 h、长度为 l、横截面积为 A 的

矩形截面 FGM梁,材料的弹性模量只沿厚度方向

呈梯度变化,梁上作用有横向均布载荷 q , 建立坐

标系如图 1。

Timoshenko 梁理论克服了Euler 梁理论的局限

性,粗略地考虑了横截面内的剪切变形。它的基

本假定是: 横截面在变形中始终保持平面, 但在弯

曲变形之后,横截面不再与中轴线垂直, 而是形成

了一定的转角, 该转角是由弯曲应力引起的转角

和由剪应力引起的转角共同组成。它不仅考虑了

弯曲变形, 也考虑了由剪应力引起的剪切变形,且

假定剪应力沿横截面等值分布, 这种变形理论也

称为一阶剪切变形理论。需强调的是, 该理论必

须进行剪切修正, 这个修正系数不仅与材料和几

何参数有关,还与载荷及边界条件有关。

Timoshenko梁变形理论下梁的几何方程为

u(x , z )= u0(x )- z�,w= w0 (x ) ,�= �(x )

�(x , z )=
du0

dx - z
d�
dx

�( x, z)=
dw0

dx
- �

( 1)

式中 u0、w0 � 轴线上一点的位移; �� 横截面转

角; �和 �� 横截面上的线应变和剪应变。

横截面上的正应力和剪应力为

�= E�= E
du0

dx
- z

d�
dx

�=
G�
k

=
G
k

dw 0

dx
- �

( 2)

式中 G � 剪切弹性模量; k � 校正因子; E = E

( z ) � 弹性模量,沿厚度呈梯度变化。

假设弹性模量按下列幂函数变化

E ( z ) = Eb + ( E t - Eb )
1
2

- �
n

, �=
z
h

, -

h�2�z �h�2 ( 3)

式中 Eb = E( h�2) , E t= E( - h�2) ,它们分别为上、

下表面的弹性模量。

对于功能梯度材料,弹性常数满足

G=
E

2( 1+ �)
( 4)

由式( 2)可得横截面的等效内力

N =�A�dA = A 1

du0

dx
- B1

d�
dx

M = �A�zdA = B1

du0

dx
- D 1

d�
dx

F s =�A�dA = C1
dw0

dx
- �

( 5)

刚度系数( A 1 , B1 , D 1 , C1 ) 的定义为 A 1 =�AEdA ,

B 1 = �AzEdA , D 1 = �Az 2
EdA , C1 =

1
2k( 1+ �)�AEdA =

A 1

2k( 1 + �) ( 6)

将式 ( 3) 代入式 ( 6) , 并令 �= K - 1, K =

E t�Eb ,积分可得

A 1 = Ebhb�1 , B 1 = Ebh
2
b�2 , D 1 = Ebh

3
b�2

( 7)

式中 �1 = 1 +
�

n + 1
, �2 = -

n�
2( n + 1) ( n + 2)

, �3

=
1

12 +
�( n

2
+ n + 2)

4( n + 1) ( n + 2) ( n + 3)。

显然,对于均匀材料有 E b = E t = E, �= 0,

这时就有 A 1 = EA , B1 = 0, D 1 = EI。其中 I =

bh
3�12为横截面的惯性矩。力形式的平衡方程为

dN
dx

= 0,
dF s

dx
= q,

dM
dx

= F ( 8)

将式( 5) 代入式( 8) ,得到位移形式的平衡方程

A 1

d
2
u0

dx
2 - B1

d
2
�

dx
2 = 0

C1
d

2
w 0

dx
2 -

d�
dx = q

B 1

d
2
u0

dx
2 - D 1

d
2
�

dx
2 = C1

dw0

dx - �

( 9)

将式( 9) 消去轴向位移可得

B
2
1

A 1
- D 1

d
2
�

dx
2 = C1

dw 0

dx
- � ( 10)

对式( 10) 求一次导数,并结合式( 9) 可得关于

转角的独立方程

B
2
1

A 1
- D 1

d
3
�

dx
3 = q ( 11)
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引入无量纲量 �= x�l , Q =
12ql

3

Ebbh
3 ( 12)

对式( 11) 无量纲变换,得到无量纲化的微分方程

d
3
�

d�
3 = - cQ ( 13)

其中 c =
1

12( �3 - �
2
2��1 )

由式( 10) 可以求得

dW
d�

= �+ 2k ( 1+ �) �
2 �

2
2

�
2
1

-
�3
�1

d
2
�

d�
2 ( 14)

上式积分则可得挠度。式中第二项是对 Euler

梁理论的修正, 如果梁为细长的, 则 �
2

= ( h�l ) 2

很小, 该项即可被忽略, 则变形为满足直法线假设

的Euler 梁理论。

如果材料为均匀的, 则 �1 = 1, �2 = 0, �3 =

1�12, c = 1。这时方程( 13) 和( 14) 变为

d
3
�

*

d�
3 = - Q ( 15)

dW
*

d�
= �

*
-

k ( 1+ �) �
2

6
d

2
�

*

d�
2 ( 16)

如果我们已求得均匀 Timoshenko 梁的转角

�
*

, 则非均匀Timoshenko 梁的转角为

�= c�
*

( 17)

由式( 16) 知均匀梁与非均匀梁的无量纲挠度之间

的关系为

dW
d�

= c �
*

+ 2k ( 1 + �) �
2 �

2
2

�
2
1

-
�3
�1

d
2
�

*

d�
2

( 18)

积分后可得非均匀Timoshenko梁的无量纲挠度函数。

2结论

1)将功能梯度材料Timoshenko梁在静载荷作

用下的弯曲变形解用相同尺寸、相同载荷作用下

均匀材料Timoshenko 梁的弯曲变形解乘以非均匀

系数来表示。

2)将求解非均匀 Timoshenko 梁的问题转化为

解均匀材料Timenshenko 梁和非均系数的问题, 从

而使得问题大大简化。

3)由于方程都是线性的, 这种相似转化可以

推广到无量纲弯矩、转角和剪力的计算,而且对于

任意的载荷工况和边界条件都适应。
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