
收稿日期: 2011- 03- 11

作者简介:张波( 1976- ) ,男,陕西泾阳人,硕士研究生,讲师,从事土木工程教学与科研工作。

文章编号: 1673- 9469( 2011) 02- 0027- 03

粘弹性圆柱体运动微分方程的建立

张 波
(陕西理工学院 土建系, 陕西汉中 723001)

摘要:通过对轴向流动中粘弹性圆柱体微单元的受力分析,运用 D. Alembert 原理建立了其运动

微分方程。然后引入Kelvin模型的微分算子, 得到了轴向流动中Kelvin模型粘弹性圆柱体的运

动微分方程,最后再分别引入无量纲量将Kelvin模型的微分方程化为无量纲方程。
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Establishment on momentum differentiating equation of viscoelastic cylinder

ZHANG Bo

( Department of Civil Engineering & Architecture, Shanxi University of Technology, Shanxi Hanzhong 723001, China)

Abstract: By the analysis of force- balance of cylinder element, the differential equation of viscoelastic

cylinder is derived based on the D Alembert, s principle. And the operators of Kelvin model solid model

are introduced into the differential equation respect ively, and then the different ial equations of viscoelastic

cylinder with Kelvin model solid model are established. The differential equations of Kelvin viscoelastic

cylinder are converted into dimensionless equations with introduct ion of dimensionless quantities.
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  我们实际生活中遇到的很多材料常同时具有

弹性和粘性两种不同机理的形变, 如塑料、橡胶、

混凝土和岩石等材料, 然而从粘弹性材料这个角

度出发来研究问题的人较少
[ 1- 2]
。本文在前人研

究成果的基础之上, 将轴向流动中的圆柱体视为

粘弹性材料, 并取微单元进行受力分析, 运用 D.
Alembert 原理建立其运动微分方程, 并引入 Kelvin

模型的微分算子,得到了轴向流动中 Kelvin 模型

粘弹性圆柱体的运动微分方程。

1粘弹性圆柱体的运动方程

轴向流动中两端简支的粘弹性圆柱体如图 1

所示。设 y 为圆柱体挠度, m 为圆柱体单位长度

质量, ma 为圆柱体单位长度附加质量 ( ma =

QVCm ,其中, Q为流体密度, V 是圆柱体的体积, Cm

为附加质量系数) , u 为沿圆柱体轴向的流动速

度, EI 为抗弯刚度, l 为圆柱体长度, D 为圆柱体

直径。

假定圆柱体的运动全部限制在 x- y 平面内,

从粘弹性圆柱体上截取长度为 Dx 的微单元作为

研究对象,受力如图 2所示。图中 T 为拉力, V 是

剪力, M 是弯矩, m (
9
2
y

9t
2 ) Dx 是圆柱体的惯性力,

FDDx 是粘性阻尼力,而 FN 和 FL 是横向与纵向单
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位长度上的阻力, F I 作用在单位长度上的圆柱体

侧向力,它由绕圆柱体流动的动量变化给出
[ 3]
。

F I = ma
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对于单位长度上的阻力 FN 和FL 有
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拉力 T 可以表示为

T ( x , t ) = CT 0+
1
2 CT

mau
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粘性阻尼影响力 FD 可以表示为

FD= Cv

9y
9t

( 5)

式中 CT ) 圆柱体纵向阻力系数; CN ) 圆柱体横向

阻力系数; Cv ) 有效粘性阻力系数; C) 常数(圆柱

体下游受支承时 C= 1,下游端自由或弹性支承时

C= 0) , CcT ) 自由端的形状阻力系数; T 0 ) 初始轴

向拉力。

根据达朗伯原理
[ 4]

, 对微元分别列出 x、y 方

向力的平衡方程, 并考虑到当 Hy 0时, 有 sinHU

0, cosHU 1,则有
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+ FL = 0 ( 6)
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如果忽略转动惯量, 则 x- y 平面上的转动平

衡方程为

9M
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- V+ T
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= 0 ( 8)

对于粘弹性材料,应力和应变之间的关系为

PR= QE ( 9)

式中 P、Q ) 微分算子。

弯矩M (x , t )和挠度 y ( x , t )有如下的微分关系

PM= - QI
9
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2 ( 10)

根据式( 6)、式( 7)、式( 8)、式( 9)、式( 10) ,得到

粘弹性圆柱体在横向流动中的运动微分方程
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把式( 1)、式( 2)、式( 3)、式( 4)、式 ( 5) 代入式

( 11)可以得到粘弹性圆柱体的运动微分方程
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2Kelvin模型的运动微分方程

假定圆柱体的材料服从 Kelvin模型
[ 5]

, 则有

R= Ee+ G
9e
9t

( 13)

式中 R) 正应力; e ) 线应变; E ) 弹性模量; G) 粘

性系数。

P= 1, Q= E+ G 9
9t

( 14)

将式( 14)代入式( 12) ,并略去二阶小量, 即可

得到 Kelvin模型粘弹性圆柱体在轴向流动中的运

动微分方程
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引入下列无量纲量

F= xPl , E= lPD , w= yPl , A= [
I
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将方程( 15)化为无量纲方程
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式中 B) 质量比; S) 无量纲时间; v ) 无量纲流动

速度; A) 无量纲延滞时间。

3结束语

运用 D. Alembert 原理, 引入 Kelvin 模型的微

分算子,得到了轴向流动中 Kelvin 模型粘弹性圆

柱体的运动微分方程, 最后再引入无量纲量将

Kelvin模型粘弹性圆柱体的微分方程化为无量纲

方程,为轴向流动中粘弹性圆柱体的动力特性分

析奠定了基础。
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4) 采用快速标量法计算的 Rayleigh波相速度

比薄层刚度法计算的值大, 但是随着频率的增大,

二者的差异逐渐减小。

5) 在频率较小时, 尤其是在 50Hz内,当相速

度趋于层剪切波速最大值时, 快速标量法的曲线

不规则,并出现多条曲线。相反, 薄层刚度法则趋

于层剪切波速最大值。因此, 在零频率附近薄层

刚度法的计算效果优于快速标量法。

6) 对于瑞雷波相速度最小值, 两类方法差异

性不大,均接近层剪切波速最小值。

4结论

1)快速标量法计算频散曲线的速度比较快,

并且它避免了一些不必要的虚数运算, 大大提高

了计算的稳定性。

2)与快速标量法相比, 薄层刚度矩阵法可做

复数运算, 可以更好地考虑介质阻尼对模态传播

特性影响, 此外薄层刚度矩阵法可避免传递矩阵

连乘导致的数值不稳定, 但该方法要求所细化的

薄层厚度要远小于波长, 因此计算速度会受到一

定的限制。

3)经计算发现在低频阶段薄层刚度法计算效

果优于快速标量法, 在高频区域二者差别不大。

4)与快速标量法相比, 薄层刚度法进行简化

后,可以利用特征值求出频率波速对应关系, 计算

简便。
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