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模糊数学存在的问题及解决方法

刘开第，庞彦军，周少玲
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摘要：指出模糊数学的问题是没有计算，因为支撑模糊集合转换的不是数学计算而是基于“取

大取小”和“If．··then”型模糊逻辑的专家系统。解决模糊数学问题的途径是，不借用“取大取

小”和“模糊逻辑”等辅助性支撑条件来实现模糊集合转换，而是直接研究基于隶属函数的“不

确定性转换”。做法是，用构造隶属函数的方法确定目标在单指标下具有某种状态程度的不确

定性，进而用隶属度向量表征目标在单指标下的不确定性状态，并把确定目标在多指标下的不

确定状态具体化为实现“指标隶属度到目标隶属度转换”。从分析指标隶属度中包含对目标分

类的冗余值入手，通过建立一系列定理、推论揭示隶属度转换的非线性转换机理，由此构建实现

隶属度转换的非线性计算方法。
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A problem in fuzzy mathematics and its solution method

LIU Kai—di，PANG Yan—jun，ZHOU Shao—ling

(Institution of Uncertainty Mathematics，Hebei University of Engineering，Handan，Hebei 056038，China)

Abstract：A vital problem pointed out is that there is no computation in fuzzy mathematics．Fuzyy set

transformation is based on”max—min”algorithm and”if⋯then”fuzzy logical expert system．In

this paper，fuzzy set transformation is realized by membership function．First，membership function is

proposed to determne the subject uncertainty under the condition of only one index．Then membership

function is used to iUusrate this uncertainty．Finally the transformation from index membership to ob—

ject membership is used to determine uncertainty．By discussing reduntant value．It is show that

membership transformation is nonlinear．Thus nonlinear algorithm is given．
Key words：fuzzy mathematics；membership function；membership transformation，nonlinear；elassi—
fication weight filter

上世纪60年代，随着模糊集合的出现，开启

了对非随机不确定性的研究时代。模糊性是一种

以“边界不清”为特征的非随机不确定性，模糊数

学是描述和处理模糊性的理沦与方法。

解决任何一种不确定性问题，都要在“不确定

性定量表征”基础上实现“不确定性转换”。并且

只有“定量表征”是合理的、符合实际的，不确定性

转换才可能是正确的、有用的。因为只有实现不

确定性转换才能解决要解决的不确定性I’口J题，所

以，“不确定性转换”是不确定性研究中最具实质

性的内容。

在研究随机性时，“不确定性定量表征”和“不

确定性转换”并没有引起人们的太多关注，因为在

概率方法的公里体系下，“不确定性定量表征”就

是假定当前随机性服从哪一种“已知分布”，而“不

确定性转换”则归结为确定已知分布的“联合分

布”。但是，对非随机不确定性则不然，它不具有

随机性要求的“理想化”条件，因而没有公理化体
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系支撑；对于不同类型的不确定性要选择不同的

“定量表征”方法，特别是，具有不同内涵的“不确

定性转换”，对应不同的实现转换的计算方法。

实现“不确定性转换”要解决两个问题，一是

揭示不确定性转换的非线性转换机理，二是给出

实现不确定性转换基于机理的非线性计算方法。

对于非随机不确定性的研究虽然进行了数十

年，但是鲜见从理论上研究“不确定性转换”为什

么是非线性转换而不是线性转换的原因，由于对

不确定性转换的非线性转换机理普遍缺乏足够认

识，所以很难构建正确实现不确定性转换的非线

性计算方法，使得像模糊数学、层次分析法等一些

重要的非随机不确定性理论与方法，都把不确定

性转换的非线性转换机理和实现不确定性转换的

非线性计算方法作为遗留问题留了下来。

模糊数学用模糊集合描述模糊信息，用论域

u上模糊集合到论域V上模糊集合转换来处理u

上模糊信息。所以模糊集合转换足模糊数学中的

“不确定性转换”。

模糊数学用“取大取小”模糊运算和“If⋯

then”型模糊逻辑实现模糊集合的转换。

“取大取小”是针对模糊集合另行定义的、并

不是通常集合的运算性质，“取大取小”以信息损

失为代价所以不是通常的数值计算，也不能应用

数值推理逻辑。

“If⋯then”型模糊逻辑是针对“取大取小”模

糊运算规定的一种推理规则，并不是通常的数值

计算逻辑，也不能用于数值计算推理。所以，基于

“取大取小”和模糊逻辑实现模糊集合转换是一种

专家系统，并不是数学计算。

因为支撑模糊集合转换的不是数学计算，所

以模糊数学没有计算(指基于数值推理逻辑的数

值计算)。因此，解决模糊数学的问题就是解决模

糊数学没有计算的问题，具体讲是解决实现模糊

集合转换的数学计算方法问题。

数十年来，人们一直把模糊数学不用数学计

算来处理模糊信息的做法，理解为是模糊数学的

“特殊性”。只是近年来当人们慢慢意识到处理任

何不确定性信息都是“确定的数学计算”的时候，

才对模糊数学不用数学计算来处理模糊信息的做

法提出质疑。但是，却很少有人从正面研究：模糊

集合转换为什么不是线性转换而是非线性转换的

原因，更未见从模糊集合转换机理角度研究实现

模糊集合转换的非线性计算方法。

所以，要解决模糊数学的问题，就必须揭示模

糊集合转换的非线性转换机理，研究实现模糊集

合转换的非线性计算方法。

1解决模糊数学问题的途径

非随机不确定性和随机性的实质性区别是，

“不确定性转换”呈现出显著的个性化特点，因而

不同类型的“不确定性转换”对应不同的实现转换

的数学计算方法。

因为用“取大取小”和“模糊逻辑”这种辅助

性支持条件抽象研究实现模糊集合转换的做法使

模糊数学偏离了数学计算的轨道，所以，解决模糊

数学的问题必须抛开“取大取小”和“模糊逻辑”

具体研究实现模糊集合转换的数学方法。

注意到模糊集合是由模糊隶属函数定义的，

“模糊集合转换”是基于隶属函数的“不确定性转

换”，所以要揭示模糊集合转换机理就不能停留在

抽象的“有集不见集”的模糊集合上，而必须回到

要求基于隶属函数“定量表征”和基于隶属函数

“转换”的、具体不确定性问题中去。只有这样，才

能检验基于隶属函数的“不确定性定量表征”是否

合理和基于隶属函数的“转换”是怎样意义上的不

确定性转换；进而才可能揭示“不确定性转换”的

非线性转换机理并具体构建实现“不确定性转换”

基于机理的非线性计算方法。这是解决模糊数学

问题的惟一途径。

因为本文的重点足揭示“不确定性转换”的非

线性转换机理和构建实现“不确定转换”基于机理

的非线性计算方法。为此，不再详述基于隶属函

数的“不确定性定量表征”，只做简单描述。

2基于隶属函数的不确定性定量表征

2．1基于隶属函数定量表征的不确定性

已知影响目标G状态的有m种指标，第J种

指标的值域是q=[aj，6『]，也称uf为论域。若菇f
∈U，，称菇i是指标，的监测值。

当指标．『取监测值菇i时，我们想知道此时目

标G属于C。(k=1，⋯，P)状态等级的程度肛陆，由

于状态的连续性，因而p睹不是只取O与l的二值

数而是[0，1]区间上的实数，这样，确定弘m则有无

法回避的不确定性(也称模糊性)。

在￡，i=[at，6i]上用构造隶属函数的方法来确

定p砖的“不确定性”，那么一旦构造了隶属函数以
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(￡)(k=1，⋯，p，tj E[吩，屯])，那么纵就是函数

py’(t)在点t=xj的函数值，因而是已知的。这样
就可用一个向量(所I，．一，‰)来定量表征当指标J：

取值鼍时，日标原本具有的不确定性状态。

2．2隶属函数的可测空间结构与代数性质

注意到隶属函数肛P’(t)的真实含义是当J取

监测值t时目标G属于c。状态等级(或称c。类)

的程度。可见肛y’(t)是一种对程度的间接测跫结
果，因而是一种测度。所以隶属函数必须具有基

于盯代数的可测空间结构和“非负性、可加性、归

一性”三条代数性质。

称p正=弘："(t)(xj)为指标J取监测值xj时目

标G属于c。状态等级的隶属度，也称p诸指标_『的

k类隶属度。这样可用隶属度向瑷

／z(j)=(肛『1’⋯，肛加)(_『=l，⋯，m) (1)

定量表征当-『取xi时目标G原本具有的不确定性

状态；由“非负性、可加性、归一性”知肛小满足
P

0茎肛&(菇)≤l，且．∑p‘(菇)=l (2)

并且m种指标提供的、反映目标G状态的分类信

息可表为一个m×P矩阵

U(G)=(肛m)。。。 (3)

称U(G)为目标G的状态转移矩阵。其中_『行k列

元素肛*意义如前。

显然，目标G的状态转移矩阵u(G)包含了m

种指标提供的、反映目标G状态的全部分类信息。

决策目的是，确定目标G在m种指标综合影

响下属于c。状态等级的隶属度地(G)。

由条件知，目标G的状态由m种指标决定，所

以当m种指标提供的、反映目标G状态的分类信

息确定后，目标G的状态也随之确定。所以客观

上一定存在一种计算方法，可依据G的状态转移

矩阵确定目标G属于c。状态等级的隶属度肛。

(G)。因为算法是客观存在的，所以一定是机

理的。

称确定p。(G)的过程为由指标隶属度到日标

隶属度的转换，简称隶属度转换。

到获得目标状态转移矩阵为止，完成了基于

隶属函数的不确定性定量表征，并把“不确定性转

换”具体化为：从状态转移矩阵出发实现由指标隶

属度到目标隶属度的转换。

余下的问题是，揭示隶属度转换的非线性转

换机理，并由此构建实现隶属度转换的非线性计

算方法。

注1盯代数A是由状态空间C的一种划分

{cf'．一，C。}生成的、对集合的“补运算、可列并运

算”都封闭的集合，显然CC_A。

注2 可测窄间是指由状态空间C和C上的

or代数A构成的空间(C，A)。

注3 隶属函数的“非负性”是指，任意xj E

[口，，bj]和盯代数A中任意集合A，则日标G属于

类A的隶属度肛7’(戈，)满足0s肛?’(xj)s1。
“可加性”是指，任意戈，∈[aj，6j]和任意Ai∈

A，当A。f3A2=p时，则

肛Z)U一：(■)=p，’一(鼍)+肛嚣(勺)。
“归一性”是指，任意xj∈[口f，6『]和任意A，∈

A，若AinA^=0(i≠k)且uAi=C时，贝Ⅱ

p鼢(xj)=。／XA¨,’(z，)=1。
I ‘

3隶属度转换的难点分析

1)当m=1时

当只有一种指标J影响目标G的状态时，显然

m(G)=p舭隶属度转换是直接转换的其合理性

在于：指标_『提供给日标G的分类信息是目标G

所能获取到的惟一也是全部的分类信息。

2)当m≥2时

此时，目标G同时从m种指标那咀获得分类

信息，如使G属于c。状态等级的隶属度就有m个

不尽相同的数值：肛¨，p：。，⋯，肛础，因为我们不知道

在确定m(G)的过程中这m个不同数值之间究竟

会产牛怎样的“耦合效应”，所以没有理由认为这

些不同数值之间的运算一定是线性的，因此无法

由肛疏具体计算舭(G)。

实际七，我们之所以不知道如何用弘。来计算

纵(G)，是因为我们不知道在pm中“是否包含”和

“包含多少”对确定肛。(G)来说是不起作用的冗

余值。

事实上，不管选择怎样的一种算法由肛。来计

算肌(G)，都必须清除：肛，。中可能存在对G分类来
说是不起作用的冗余值，否则，计算将无法进行。

那么，怎样才能知道肛。中“是否包含”和“包

含了多少”对于目标G分类来说是不起作用的冗

余值呢?

为此，进行如下推理与计算。

4区分权概念及相关定理

4．1区分权概念

从目标G的状态转移矩阵U(G)出发，进行如
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下计算。

计算

q(Q)=一。手心‘lg／l,jt(，=1，⋯，m) (4)

E(Q)=1一南一(Q)(_『“，⋯，m) (5)

∞加)：掣盟(_『：1，⋯，m) (6)

；K(Q)

其中哆(G)是熵，称q(G)是，指标关于H标G的
区分权。

显然区分权q(G)满足

。曼q(Q)≤l，i蓍‘q(Q)=1 (7)

4．2区分权的意义与作用

区分权的直观意义足，指标J提供给日标G的

分类信息能把G所属类别“区分开”的程度。

比如，∞i(G)越大则熵越小，熵日，(G)越小则

肛。对k而言取值越集中，对k取值越集中时说明J

提供给G的分类信息越有倾向性，因而对G的分

类做出的贡献越大。极端情况是，若(c，i(G)取最

大值时则熵日i(G)=0，由熵的性质知此时必有一

个肛m=l，其余的全为0；所以歹提供给G的分类信

息是：单从歹看，目标G确定地属于C。状态等级。

显然，此lt4j对G分类做出最大贡献。

反之，若∞i(G)越／J,日4，则熵日．(G)越大，而熵

越大时肛，。对k而占取值越分散√提供给G的分类

信息越没有倾向性，因而对G分类做出的贡献越

小。极端情况是，当∞i(G)=0时，熵胃．(G)最大，
1

由熵的性质知此时必有心。=鲰=⋯=鳓=÷，此
P

时_『提供给G的分类信息是：从，角度看，G属于

各状态等级的程度都一样。显然这是对G分类不

起作用的冗余信息。

因为当∞j(G)=0时，．『提供给目标G的隶属

度是对G分类不起作用的冗余隶属度，因而不能

参与计算舭(G)。

由此发现一个莺要的事实：参与计算目标隶

属度m(G)的并不如直观想象的那样是各J指标

的k类隶属度肛m，而是∞，(G)·脚。

4．3基于区分权的相关定理

定理1 如果指标，的区分权叶(G)=0，则_『

指标是对目标G分类不起作用的冗余指标。

证明 当q(G)=0时，熵q(G)=lgp，由熵

的性质知此时必有

以。=／zj2=L=#jp=歹1。
因为J提供给G的分类信息没有倾向性，所以

是对，分类不起作用的冗余信息，因而J是对G分

类小起作用的冗余指标。

定理2 (冗余性定理)在目标G的状态转移

矩阵中，如果至少有两个行向量对应的区分权不

为0，则每种指标提供给G的分类信息中必包含对

G分类的=『C余值弘m(1一甜i(G))。

证明 冈为至少有两种指标的区分权不为

0，说明向日标G提供有效分类信息的指标数m≥

2。当m≥2时，则区分权(c，i(G)<l，所以任一，指

标的=，C余值p琅(1一∞i(G))都不恒为0。

推论l 指标_『提供给目标G的分类信息中

不含对目标分类冗余值的充要条件足指标数

m=1。

上述论证表明，区分权∞j(G)的实质性作用

是滤波，它可滤掉指标隶属度中对日标分类不起

作用的冗余值并提取有效值用于计算目标隶

属度。

定理3 (非线性转换定理)如果在目标G的

状态转移矩阵U(G)中，至少有一个行向量没有取

值为l的分量并且至少有两个行向量对应的区分

权小为O，那么，由指标隶属度到目标隶属度的转

换必是非线性转换。

证明 因为状态转移矩阵U(G)中至少有一

个行向蛩没有取值为1的分量，说明不会因为每

个行向肇都有一个分量为1其余分量均为0而使

确定区分权的计算都退化为线性计算；又因为至

少有两个行向量对应的区分权不为0，说明在m

种指标中至少有两种向目标G提供有效的分类信

息，说明影响目标状态的指标数不会退化为m=1

而使隶属度转换简化为直接转换。所以，在定理

条件下，由指标隶属度到日标隶属度的转换是非

线性转换。

推论 如果状态转移矩阵U(G)中，每一个

行向量都是表示“确定状态”的向量(即每个行向

量都有一个分量p碚=l而其余分鼍均为0)，则由

指标隶属度到日标隶属度的转换是线性转换。

该推沦的价值在于它揭示了一个基本事实：

隶属度转换的非线性源于单指标下目标状态的不

确定性。它揭示了在非随机不确定性理论中，不

确定性转换与非线性之问的联系。
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5隶属度非线性转换算法与转换模型

从目标G的状态转移矩阵出发，计算目标隶

属度的步骤如下：

步骤1 由公式(4)、(5)、(6)计算指标区

分权∞i(G)。

步骤2 计算

∞f(G)·p捕，(_『=1，⋯，m，k=1，⋯，P) (8)

称∞f(G)·肛砖是．『的k类有效值。
步骤3 计算

A，(G)‘哆(G)‘鲰，(_『一l，⋯，m，k=l，⋯，
P) (9)

称AJ(C)·哟(G)·纵是．『的k类可比值，其中A』
(G)是_『指标关于目标G影响的重要性权重，并

满足：

0--<Aisl，∑Ai=l (10)

之所以用歹的重要性权重压缩J的k类有效值∞，

(G)·纵，是为了保证压缩后得到的“A，(G)·叶
(G)·p捕”对不同的_『指标具有可比性和直接可

加性。

步骤4计算

耽(G)-i三A，(G)‘叶(G)‘脚，(k=l，⋯，
P) (11)

称帆(G)是目标G的k类可比和。
显然，帆(G)越大时说明目标G属于C。类的

可能性越大。

步骤5 计算并定义

纵(G)：当盟(||}：l，⋯，p) (12)

川EMt(G)

显然由(11)式定义的肛。(C)满足：

0<／x^(G)sl，．∑肚(G)=1 (13)

所以地(G)是目标G属于G类的隶属度。

至此，从目标G的状态转移矩阵出发，经过5

个步骤确定了目标隶属度p。(G)，实现了由指标

隶属度到目标隶属度的转换。转换模型记为肘

(1，2，3)；其中“l”表示区分权滤波，“2”表示将有

效值转换为可比值，“3”表示由可比值实现隶属度

转换。

上述从状态转移矩阵出发实现隶属度转换过

程，不需要增加任何先验知识和辅助性支撑条件，

也不造成已知的分类信息损失或信息失真，用的

工具是基于数值推理逻辑的数值计算。显然这与

通过增加“取大取小”运算与“俨··then”型模糊推

理逻辑等辅助支撑条件实现模糊集合转换的做法

是本质不同的。

推论 如果状态转移矩阵u(G)中每个行向

量都表示确定状态(即每个行向量中都有一个分

量肛最=1其余分量均为0)，则肘(1，2，3)模型将

退化为“加权平均”模型M(·，+)。

证明 因为u(G)中每个行向量中都有一个

分量为l，其余分量均为0，所以熵q(G)三0，E
1

(G)三1，∞，(G)三二。由公式(11)和(12)知
’

m

m

p^(G)=乏Af·肛拉，(k=1，L，P) (14)

这就是熟知的“加权平均”模型肘(·，+)。

推论的价值在于，从计算机理上证明，“加权

平均”线性模型正确性的条件是：单指标下表征目

标状态的“归一化”向量都是表示“确定状态”的

向量(即向量中有一个分量为l其余分量均为0)。

实际上，由于诸多不确定因素的影响，目标在

单指标下的状态通常都是“不确定的”，表现在：当

用一个“归一化”向量定量表征这种“不确定性”

状态时，向量中没有取值为l的分量。

但是，实际应用中，绝大多数都是把线性的

“加权平均”模型用于实现“不确定性”状态

转换¨。J。

6应用例

某惯性导航系统仿真可靠性评价指标体系，

构成一个如表l所示的三层递阶层次结构。由于

确定底层指标所属评价等级的程度具有无法回避

的内在不确定性，所以基于层次分析法的多级模

糊模型，成为优势评价模型。

文献[1]用层次分析法确定二、三层指标的重

要性权重，见表1中各项指标后括号中的数字；评

价分为“高、较高、一般、低”4个评价等级，分别用

Cl，．一，c4表示；统计专家评分，并根据评分构造规

范隶属函数的方法，确定各项底层指标关于4个

评价等级的隶属度向量，见表l中最后一列的4

维向量。在表1中所示条件下，试确定该惯性导

航系统仿真可靠性的评价等级。

易见，由结构下层被支配指标隶属度确定结

构上层支配指标隶属度，都是M(1，2，3)模型的一

次实现。基于肘(1，2，3)模型的评价步骤如下：
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表1惯性导航系统仿真可靠性评价指标体系‘11

Tab．1 Reliability evaluation hierarchical structural of simulation for INS

步骤l计算中间指标的隶属度向量。以计算

A。(数学模型检验)的隶属度向量为例。

A。的状态转移矩阵为

r，n 4 o．3 0．2
0．1
1

U(A1)=l o．4 0．3 o．2 0．I

Io．5 0．3 0．1 0．1 j
由U(A．)经M(1，2，3)的计算得，A。的隶属

度向量为p(A，)=(O．444 7，0．300 0，0．155 3，

0．100 0)。同理町得A2、A3、A。的隶属度向量p

(A：)以(A，)4x(A。)，连同p(A．)一并构成系统仿

真可靠性Z的状态转移矩阵U(Z)

∥(Z)=

0．444 7 O．300 0 0．155 3 0．100 0

0．484 6 0．249 3 0．170 0 0．096 l

0．388 3 0．29l 0 0．212 O 0．108 7

0．456 9 0．207 0 0．286 0 0．050 1

步骤2计算顶层总目标z的隶属度向量。依

据矩阵U(Z)，按照与(1)同样步骤可得的隶属度

向量为

弘(Z)=(0．450 0，0．229 8，0．250 3，0．070 0)

步骤3识别。因为可靠性等级划分有序，如

C。类优于C㈩类，所以适用于无序划分的最大隶

属度识别准则不适用，改用置信度识别准则{6|。

设A(0．5<A<1)为置信度，计算

ko=叫n{后I∑pi(Z)≥A，k=1，⋯，4)

则判Z属于Ch评价等级，且有不低于A的置

信度。

本例中判z属于C：等级并且有不低于67％

(0．45+0．229 8>0．67)的置信度。

7结论

1)当用构造规范化隶属函数的方法确定目标

在单指标监测值下属于c。状态等级程度的不确

定性，进而用隶属度向量定量表征目标在单指标

下的不确定性状态，则呵把模糊数学中通过模糊

集合转换来确定目标在多指标下的不确定状态具

体化为实现由指标隶属度到目标隶属度的转换。

2)隶属度转换是非线性转换，通过揭示隶属

度转换的非线性转换机理构建实现隶属度转换的

非线性数学计算方法，不但处理了模糊信息，也展

现了模糊数学本应具有的数学计算。

3)如果只是表征和处理模糊信息，则未必需

要采用隶属函数去定义一种“有集不见集”的模糊

集合概念，至少不用为了实现模糊集合转换去人

为规定一种“取大取小”模糊运算和“If⋯then”型

模糊逻辑，因为后者正是导致模糊数学失去计算

的原因。
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