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摘要：在很多实际问题中，要突破积分区间的有穷性和被积函数的有界性，由此得到了定积分的

两种形式的推广：无穷限反常积分和瑕积分。我们将这两种积分统称为反常积分。因为反常积

分涉及到一个收敛问题，所以反常积分敛散性的判定就显得非常重要了。本文就讨论了一种判

定反常积分敛散性的新的对数判别法，并证明了这种新的对数判别法比旧的对数判别法更加

精细。
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New logarithmetic cdteria of conVe唱ence of improper inte铲als

ZHAO ji明一hua

(sh“ghai M面tim UrIiveIB匆，shngllai 200135，Chi呻)

Abs咖ct：In many prauctical pmbleIlls，we must break thmugh tlle finite inlenral of integral and the

boundedlle髓0f integrand function，蚰d corl∞quenny we get咐o foms of impmper integral8：tlIe im—

p玎叩er integral in an i商n沁interval帅d tlle improper integral of肌unbounded function．Because im—

pmper integml8 a陀rel砒ed to conve瑁ence，tllerefore，tlle dete珊ination of convergence蚰d dive卜

gence 0f impmper imegral8 are very impon弛t．Thi8 work di∞u8鸵8 a new lo鲥Ⅱlmetic criterion for

improper integrals，and prov船tIIat the new log枷thmetic criterion is mo地preci舱than tIle old logari·

thetic criteda．

1【eyⅥ，0rds：iI叩roper integrals；convergence and divergence；new criteria

函数的定积分，有两个重要的约束条件，即积

分区间的有限性和被积函数的有界性。将这两个

约束条件取消，便得到了定积分两种形式的推广：

(1)将函数的积分区间由有限扩展到无限就得到

了无穷限的反常积分；(2)将被积函数由有界扩展

到无界就得到无界函数的反常积分¨。1。但是，

反常积分涉及到一个所谓的收敛性问题。因为积

分区间的有穷性和被积函数的有界性在很多实际

问题中往往需要突破这些限制，因而对反常积分

敛散性的判定就显得格外重要H。1引。本文讨论的

重点就是关于反常积分敛散性的新的对数判定方

法以及新的对数判别法和旧的对数判别法的

优劣。

1研究内容

考察无穷限积分的对数审敛法[41的证明知

道，它是以反常积分r{出(p>l时收敛，p≤1

时发散)作为标准来进行判定的。在本文的研究

中，我们可以以反常积分J-，。■≠b(p>l时收
％～lIⅡ，

敛，p≤l时发散)作为比较标准来探讨相应的判别

法。类似地，对于瑕积分．『驭茹)如(口是唯一的瑕

点)，我们拟用t石=i汀煮毛=五下(p>l时收l戈一口J Iln‘茗一口J I。

敛，p≤1时发散)作为比较标准来探讨相应的判
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别法。

2反常积分敛散性新的对数判别法

2．1相关定理及其证明

定理1设函数八名)为定义在区间[3，+∞)上

的正值函数。

(i)如果存在常数A>1及G>3，使得对任意的石>c，有二掣≥A，则无穷限反常积分
F。只戈)出收敛。

(ii)若存在c>3，使得对任意的髫>G，有

二号鲁弩出曼1，则无穷限反常积分F杈并)以lnl眦 ⋯
发散。

证明(j)因为露>G>3，故lnl眦>O。因此，

由二号掣≥A可以得到。
lnln*

一ln[矿(茗)]s—Alnl眦=ln(1眦)～。

即有

砜聋)≤(1眦)～’故o<以省)曼不知(1)
由于A>1，故无穷限反常积分

∥而b址∥丽≥d1一
志I I；。：瓦去鬲<+∞(1姒)川。6一(1nG)川”“

因此，无穷限反常积分B。志出是收敛的。
由比较原则和式(1)知无穷限反常积分E。八算)

出收敛，因而F。以算)出收敛。

(ii)因为石>G>3，故lnl眦>O。因此，由

二号掣曼1可以得到
lnlnZ

1n[矾并)]之一1nl似=1n(1似)。1

也即砜菇)2(1似)～，故灭z)≥j啬 (2)

由于无穷限反常积分雎。五I_出=庀。志
d1眦=1nl眦I；。=+∞，因此无穷限反常积分

E。亓吉万出发散，由比较原则和式(2)知无穷
限反常积分B。，(并)出发散，因而一。，(茗)出

发散。

证毕。

定理1有如下极限形式：

推论1设函数以茹)为定义在区间[3，+∞)上

的正值函数，且lim二粤掣=A。
(i)当1<A曼+∞时，无穷限反常积分Ⅳ7

(善)山收敛。

(ii)当A<1时，无穷限反常积分F州聋)出
发散。

证明(i)当l<A<+∞时，由lim

二等鲁垒越：A知，对占：生}>o，存在G>3，
lnlIU 上

使得对任意茁>G有二号掣≥A一占。
由此可推出ln[矽(髫)]s ln(1似)一。“，即

有矾童)s(1似)。‘卜”。

故叭川≤赤5赤。
赤 (3)

由于A>1，故}(A+1)>l，从而无穷限反常
积分E-—匕出(G>3)收敛。由比较原则

石(1眦)T

和式(3)知无穷限反常积分E。以戈)出收敛，因而

FⅥ菇)出收敛。
当A=+*时，对肘=2，存在G>3，使得对任

意的髫>G有二号掣≥2，即有lnl眦

1n[砜茹)]≤一2lnl似=1n(1似)～。

故o<八善)茎不弃 (4)

由于分尼。志出收敛，由比较原则和
式(4)知无穷限反常积分分E。以茗)出收敛，因而

分．r，。，(茹)也收敛。

(ii)当A<1时一；岘』拶=A知，#—4+∞ 1¨■Ii工

对占：与拿>o存在G>3，使得对任意的菇>G有

二号掣<A+占。由此可以推出ln[硎戈)]lnl仳 ’ 一

>一(A+占)lnl似=1n(1n髫)’‘^+刷。

即有以并)>茹。1(1眦)叫¨计。ii言严2
(5)
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由于A<1，故生}<1，从而无穷限反常积分B。

——L百出发散。由比较原则和式(5)知无穷限
名(1噼)下

反常积分K。又茹)也发散，因而E。灭髫)出发散。

证毕。

2．2瓤旧对数判别法的比较

定理2设函数，(茁)为定义在区间[3，+*)上

的正值函数。

(i)如果存在常数A>l及G>3，使得对任意

的茗>c时有二孥改生≥A，则存在常数A，>1及

c’>3，使得对任意的算>G’时有二掣
≥A’o

(豇)若存在G>3，使得对任意的茗>G有

二孥丛尘曼1，则存在常数G，>3，使得对任意的z

>G，有i粤÷业≤l。lnI眦

证明(i)由于G>3，故当时茗>C，有lnl嗽>

1眦>o。于是当互>G时，假设二掣=一
上生+=!噬生：一旦+=!噬生．旦
lnl似 lnl眦 lnl似 l眦 lnl似

=[一l+二{笋]忐>(A 11)盖’自于
(A—1)>o，』照未畿=』恐÷·÷=

二l忑

lim l似=+∞，故lim(A一1)了!竽L=+∞。从
，_+* H+∞ lnl戤

而，对A>1，了G’>3，当算>G’时，有掣>
(A—1)芒兰>A。取A’=A，即得(￡)的证明。lnl眦

(ii)由于G>3，故当髫>C时有1n1似>1眦>

o。于是，当菇>G时，假设等=一未急+
高警=一盖+吉磐-盖=[小lnl似 1nl似 l畎 lnl似。

掣]盖≤(A-1)盖，由于(A-1)s
o，由(i)的证明知lim芒笔=+*，故lim(A—H+∞InI眦 H+o

1)兰兰so。从而对A>1，j G’>3，当茗>c’时lnl眦

有掣5(A—1)未急s o，即得(ii)的

证明。

证毕。

推论2设苁茗)是定义在[3，+∞]上的正值函

数，若1im j掣：A，则lim』粤墼蛆H+∞ J眦 "+。 lnl眦

一f+∞，
l<A曼+∞

一l一∞， A<l
。

证明由定理2的证明过程知本推论成立，

证毕。

3瑕积分敛散性新的对数判别法

3．1相关定理及其证明

定理3设函数以算)为定义在区间(n，6]上的

正值函数，在点口的任一右邻域上无界，且在任何

区间[p，6]c(d，6)上可积。

(i)如果存在6E(O，e一)及常数A>l，使得对

于任意的艇(Ⅱ，o+6)有

{娶芋业弹≥A (6)1nIln(暂一o)l⋯ ⋯7

则瑕积分，溆善)出收敛。

(ii)若存在6E(o，e一)，使得对于任意的矩

(口，n+6)有

二{坐等哚弘s1 (7)
lnlln(菇一口)l

一‘ 、’7

则瑕积分．r狄茗)出发散。

证明(i)因为O<6<e～，故对于任意艇(o，吐

+6)有O<菇一口<e～，于是ln(善一口)<一1，故I

ln(童一o)I>l，从而1nI ln(茹一口)I>0。于是由

式(6)可得

ln[(名一口)以z)]s—A1n11n(髫一口)I=lnI

ln(茗一d)I。1，即有(舅一口)．厂(x)<I 1n(算一口)I一1，

于是

。姒菇)<瓦酉击瓦而L菇一口J IInL并一口J I

不妨设6—4<l，由于A>1，故

l砒]1～=O，于是

t瓦百志i矿血=
璺￡+。瓦面赢瓦可出=
一。鲰^。篙矧=

(8)

lim『一
』—．0+
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一生击[-ln(算-口)]l-1 16+占=一击[山(h)]I一一船群=
击[山(6一口)r
因此瑕积分，：石=i雨去丽出收敛。由t戈一n J llnI算一n J

比较原则和式(8)知瑕积分．『抓并)出收敛。
(ii)因为0<6<e～，故对于任意的艇(口，口+

6)，由于0<z一口<e～，于是1n(戈一口)<一l，故I

ln(鬈一口)I>l，从而lnl ln(菇一口)I>O。由式

(7)得ln[(戈一口)_从茗)]≥一1nI ln(茹一口)I=lnI

ln(茗一口)I～，即有

厂(膏)乏百面击耳可 (9)

设6一口<l，由于A>l，故臻[一1眦]卜1=o。
于是

t百习矗石i俨2。4(石一口)11n(戈一口)Iu^。

船J．：“瓦可志耐2
一。骢t。*警崭=
一生[1nln(并-口)1 l占=
一[1nln(6一口)一1]+li卵[1nln占一1]=eⅢ+

一rlnlnf6一口)’1]+∞=+∞

因此瑕积分￡瓦=习栖 舐发散，由比

较原则和式(9)知瑕积分麒弗)出发散。
证毕。

定理3有如下极限形式：

推论3设函数火龙)为定义在区间(口，6)上的

正值函数，在点口的任一右邻域(d，口+鳓上无界，

且在任何区间[p，6]c(口，6)上可积。若lim

聿怒吾铲扎则
(i)当l<A≤+∞时，瑕积分麒搿)如收敛。
(ii)当osA<l时，瑕积分以石)山发散。
证明(i)当1<As+∞，对占=!早>o，存在

艿>O(占<1)，使得当矩(口，a+6)时，有号鼎删>A飞从而1n№一讲
(茗)]<一(A—F)lnI ln(龙一o)I=1n ln(石一D)

I‘‘1一“。由此得出0<(省一8)／(石)<J 1n(茗一

口)I一‘^一引。

叭八石)<瓦酉而}百F2

．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．!1．．．．．．．。．．．．．．．．．．一．．(名一口)11n(并一口)I^_学一

i可志i译 u∞

由于l<A<+∞，故÷(A+1)>l，从而
t————j———可凼收敛，所以由比较原

(戈一口)fln(并一口)l丁

则和式(10)知瑕积分，狄善)出收敛。

当A=+∞时，存在O<6<e～，使得当挺(口，

口+6)时有二笔*轰芸髦旨Ⅱ>2。从而-n[(茗一
口)苁名)]<21nlln(髫一口)l。

o<以并)<瓦面焉丽(11)
而t石=习可未ij丌出收敛，所以由比较原
则和式(11)知瑕积分-f抓茗)如收敛。

(ii)当osA<l时，对占：与≥>o，存在o<6

<e～，使得当艇(口，口+占)时，有

号揣辫<A协，n陬一口次圳>一
(A+占)lnlln(菇一口)I=lnIln(戈一口)I一‘1+引。

八善p百i而亩i习瓦。

(茹一口)l ln(茗一口)I^+半一

i可志i再 q2’

由于。冬A<l，故÷(A+1)<l，从而￡

石=j五未了≯发散‘参见定理3的证
明)。所以由比较原则和式(12)知瑕积分，狄茗)
出发散。

证毕。

3．2新旧对数判别法的比较

定理4设函数以戈)为定义在区间(d，6)上的

正值函数，在点口的任一右邻域上无界，且在任何

区间[肛，6]c(口，6)上可积。
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得对于任意的牦(口，8+6)时有热sA，则
存在6’E(0，e“)及常数A’>1，使得对任意的艇(Ⅲ删有号撬删引。

(ii)如果存在6E(O，e。1)，使得对任意的艇

(口，口+6)时有热≥1，则存在6’E(o，e-1)，
使得对任意的艇(口，Ⅱ+6’)，有

{幡兰铲乱
证嘶)岽酱搿=

一者导哿+孟警备=lnlln(茗一口)l ’1nIln(聋一口)I

!望[f兰二堡2+二!噬苎)．!旦i苎二壁)：
1nIln(算一a)I。ln(茹一口)I 1nIln(菇一o)I

[山揣]·高等：崭㈣，
假设，当n<茹<n+艿时，一l+揣冬A

—l<o，另一方面，磐五昔潞=璺⋯■⋯1⋯⋯⋯’蒜端=川塑。+稿=㈣竖．
÷=一∞。故当重一Ⅱ+时，式(13)右端趋于+
丽
m，因而存在艿’E(0，e．1)，使得当口<茗<8+6’时

有二垒髻熹掣>A，取A’=A，即得(i)的
证明。

(ii)由(i)的证明知二篙*蚤掣=[一
·+i三÷詈：；兰}]·i二{_端，当Ⅱ<算<。+61

’1n(z一口)。 1nIln(髫一口)I’一⋯⋯ ’u

时，一1 +耥≥o。另一方面璺
未糕=一∞，故当z-+d+时式(13)右端小
于或等于0，因而存在6’E(0，e-1)，使得当Ⅱ<石<口∥时有号擒删<oo
即得(ii)的证明。

证毕．

推论4设．，(石)是足义在(n，6 J上的正值函数，

在点Ⅱ的任一右邻域(o，n+6)上无界，且在任何

区间[p，6]c(o，6)上可积，若lim三烂=A，
z～+Int石一ⅡJ则璺掣删={：：置d’。

考察定理3的证明过程知，本推论成立，

证毕。
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