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与判断矩阵一致性无关的单准则排序法木
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摘要：通过“标度变换”把不具“可加性”的比例标度转化为评分标度，利用评分标度的“可加性”

可计算比较对象的得分、并按得分率对比较对象排序。与已有单准则排序方法的实质性区别
是，勿需进行一致性检验。
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Abstract：Through the‘‘scaling’’to scale that is not the“additivity”ratio into the score scale．the

score scale“to sort the compared objects according to the scoring rate of”can be calculated，and the

score of the objectcan be sorted．Substantive difference with the existing single criteria ranking method

isthe method the without consistency check．
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单准则排序是指，在单一准则C下对n个对

象按重要性大小排序。单准则排序的困难首先

是，因为没有秤靠决策者判断所以有无法回避的

不确定性，必须合理确定并定量表征这种不确定

性才可能正确排序。

层次分析法(AHP)¨。31用“两两比较”的方

法，在引入一种称为比例标度的相对标度概念基

础上，通过构造两两比较的“1—9”比例标度判断

矩阵很好地解决了单准则排序中不确定性的确定

与定量表征问题。合理确定不确定性的关键是

“两两比较”和“比例标度”。

关键1：两两比较：在社会与经济系统中，决策

属性的重要性通常具有相对性，因为没有一种绝

对标度来度量这种相对重要性只能通过“比较”才

能显现重要性的不同。由于三个对象排序时“甲

胜乙，乙胜丙而丙又胜甲的连环套”并不鲜见，所

以只“比较”不够、还必须进行“两两比较”。对于

个数不是非常多的定性因素来说，“两两比较”是

正确排序的基本准则，这是由事物的复杂性和人

们认识的局限性决定的。

关键2：比例标度：对象i与歹在准则C下进行

一次重要性比较时，比较结果的表征严格讲与对

“重要性程度”的等级划分有关，因为人们是按着

“重要性程度的等级”去区分所论重要性的不同。

由于人凭判断最多只能区分开九个不同的重要性

等级，这是为心理学试验所证实了的。

所以重要性程度的“九级划分”是人凭判断所

能进行的最精细划分。当然根据需要与可能也可

采用“七级划分”、“五级划分”，甚至“三级划分”，

只要给出的“等级划分程度”能满足解决实际问题

的需求即可；高级划分比低级划分的好处是有更

强的区分力，如当“三级划分”不能把对象i与』所
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属的重要性区分开时，那么五级、七级或九级划分

则可能把i与J的重要性区分开。

以九级划分为例，若用1—9这九个数字依次

表示九个重要性等级的量化值，那么当i与J在准

则c下进行一次重要性比较时，用ai表示对象i

属于第口i个重要性等级，用oi表示对象歹属于第

ai个重要性等级，则a。与ai都是1—9中的某个

数字；由于比值ai／bj可清楚地表征对象i与J的

重要性差别，所以比值口。／6，是一种度量“相对重

要性”的标度，称之为比例标度。显然比例标度是

一种相对标度；相对标度与米、秒等绝对标度的区

别是，没有明确的物理意义。相对标度概念的引

入和应用是层次分析法的一大贡献，也是系统分

析的一大突破。

对象i与J在准则C下进行一次重要性比较

时可用比例标度n／6，表征比较结果，而n(n≥3)

个对象在准则C下“两两比较”一次共可比较n2

次(包括“自比较”，并且i与，比较以及J与i比较

看作是两次比较)，这几2个用“1—9”比例标度Ⅱ／

6，表征的比较结果，构成一个11,×凡矩阵。

A。=(ai／6i)。。。 (1)

称该矩阵为两两比较的“1—9”比例标度判断

矩阵，简称判断矩阵。比例标度a,／b_『中的oi与ai

是对象i与J在准则C下进行一次重要性比较时

各自所属的重要性等级，因而都是1—9这九个数

字中的一个。

比例标度判断矩阵A。是确定并定量表征单

准则排序不确定性最具优势的表达形式，之所以

被广泛采用不只是因为这种表达形式极具公平

性、合理性和可操作性，而且有利于由此构建单准

则排序方法。所以可视为是已达成共识的单准则

排序的初始数据条件。

当构造了比例标度判断矩阵A。=(ai／bj)。。。

后，那么任意两个对象i与，的重要性比较结果都

是一个确定的实数，所以，n个比较对象在准则C

下的重要性排序是确定的，由判断矩阵A。中的数

据决定。如果认同这一点，这意味着如果对象i的

排序度量为地(C)，那么客观上必存在映射E，可

实现由A。表征的数据到排序度量地(C)的转
换，即

E[(n。／b；)。。。]=他(c) (2)

俗称p(C)为重要性权重，且此(c)满足

0<-t．ti(C)s1，三肛。(C)=1 (3)

这样，单准则排序就是根据判断矩阵A。中的

数据，具体构造映射只的数学表达式。但是，当

构造了判断矩阵A。后，是否认可比较对象的排序

由判断矩阵A。中的数据决定是一个至关重要的

问题，它涉及两种本质不同的单准则排序理念。

层次分析法(AHP)，不认为A。中的数据能正

确确定几个比较对象的排序，还要再增加一个条

件：即A。还必须满足“一致性检验”。当A。满足

一致性检验条件时，认为A。的最大特征根"_]Lmax对

应的特征向量“归一化”后，就是n个比较对象的

真实排序；否则，如果A。不满足一致性检验条件，

则认为A。不能提供合乎逻辑的排序，因而必须对

A。进行调整。

“一致性检验和调整判断矩阵”是AHP给出

的单准则排序方法的核心。在已有的单准则排序

方法中被广泛认可并被广泛采用的正是层次分析

法(AHP)给出的基于一致性检验的单准则排序方

法。』致性检验的单准则排序方法如下：

如果判断矩阵A。=(ai／bj)。。。的最大特征根

Amax满足
^ 一n 1C．R．=竺等·÷L_<0．1 (4)
n—l K．』．

则认为判断矩阵A。=(ai／b，)。。。的一致性程

度是可以接受的，判断矩阵的一致性程度是可接

受的是指，认为判断矩阵是保序的，亦即认为判断

矩阵A。=(a／bj)。。。的最大特征根／)Lmax对应的特

征向量经“归一化”后就是凡个比较对象的真实排

序，其中尺．，．是Saaty教授定义的平均随机一致性

指标‘2—3|。

如果c．R．<0．1不被满足，AHP认为判断矩

阵4。(n／6i)。。。偏离一致性程度过大、“判断”没能

趋于一致；认为没趋于一致的“判断”不能得到合

乎逻辑的排序，所以必须调整判断矩阵。实际应

用中当C．R．<0．1不被满足时都对判断矩阵进行

调整。用最大特征根对应的特征向量对比较对象

排序的方法称为特征根法。特征根法是层次分析

法最重要的排序方法。除此外，常用还有最dxZ-

乘法、对数最小二乘法、最小偏差法、以及梯度特

征向量法等旧。o，所有这些排序方法都建立在一

致性检验基础上。基于一致性检验的单准则排序

方法源于下面两个基本事实：

1)在比例标度判断矩阵A。=(a,／b_，)。。。中，如

果任意i行J列元素oi与行列元素oii之积都恰好

等于i行k列元素口们即o∥口腑=a扣则称判断

矩阵4。是严格一致性矩阵。
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容易证明，如果比例标度判断矩阵A。是严格

一致性矩阵，那么4。的最大特征根A⋯=／／,而其

它特征根全为0，并且最大特征根A。。，=凡对应的

特征向量“归一化”后，一定是判断矩阵中n个比

较对象的真实排序，序向量中第i个分量Ai是第i

个排序对象的权重。

2)应用中的A。通常都不是严格一致性矩阵。

由Perro定理知，任意比例标度判断矩阵A。如果

不是严格一致性矩阵，那么A。的最大特征根入。。

一定比n大，并且A⋯对应的特征向量一定是正向

量。因为当A⋯一n越小时，表明判断矩阵A。具

有的“一致性程度”越大，所以当判断矩阵A。的一

致性大到“一定程度”时，虽然A⋯对应的特征向

量“归一化”后不一定是／／,个比较对象的权重向

量，但却有可能不改变n个比较对象的重要性

排序。

如果A。的最大特征根Amax对应的特征向量归

一化后的排序与A。。，=凡时对应的特征向量归一

化后的排序一致，则称判断矩阵A。是保序的。这

样，如果能判定A。是保序的，那么凡个比较对象

的重要性排序就是：A。的最大特征根Am=对应的

归一化的特征向量。那么，比例标度判断矩阵A。

(口／6i)。。。满足怎样的条件才是保序的呢?Saaty
^ 一n教授凭经验给出的条件就是c．R．=竺≮·

六<o．1。
1．基于一致性检验排序的不足

1．1一致性检验标准的不严谨性

一致性检验标准
^ 一丌 1

塑竺-#·÷_<0．1 (5)
n—J “．』．

中得临界值“<0．1”是Saaty教授凭经验确定的，

缺乏必要的理论依据心。3J。一致性检验标准中的

临界值是界定A。是否保序的依据，具有如此重要

作用的数据缺乏必要的理论依据本身就是问题。

现在看来，界定判断矩阵A。具有怎样的“一致性

程度”才是保序的，这是一个非常困难的问题，一

是选择到合用的“一致性指标”并不容易，二是希

望确定一种具有理论支撑的一致性指标的某种

“临界值”、作为检验判断矩阵A。保序应具有的一

致性程度，是不现实的，原因是，虽说判断矩阵A。

的保序性与“一致性程度”间有一定关系，但是A。

具有怎样的“一致性程度”才是保序的，决策者几

乎无法知道；其困难程度远比排序大。

1．2调整判断矩阵排序理念的片面性

当一致性检验标准“C．R．<0．1”不被满足

时，认为判断矩阵不能提供合乎逻辑的排序，所以

必须对判断矩阵进行调整。这是层次分析法

(AHP)关于单准则排序的实质性排序理念，到目

前为止，虽有不少对单准则排序的改进方法，却都

没有对“调整判断矩阵的排序理念”提出过疑意；

改进排序方法的重点是，如何使构造的比例标度

判断矩阵容易通过一致性检验和减少调整判断矩

阵的盲目性H。6 o。“c．R．<0．1”不被满足相当于

在A。中出现“甲胜乙、乙胜丙而丙又胜甲”的反序

情况。实际上反序也是一种客观存在，不只是在

各种竞技项目中“弱可能胜强”，即使在社会经济

系统中、在特定情况下“弱也可能胜强”；所以一旦

在A。中出现反序，并不意味着一定是决策者在判

断上出了问题、一定是犯了逻辑错误；也可能是在

特定情况下、决策者对可能发生的“弱胜强”的正

确预判。正因为“反序”允许出现在决策者的判断

中，所以一旦A。中出现反序，未必允许对判断矩

阵进行调整，而相信决策者判断也不失是一种正

确的选择。所以，认为“一致性检验”不被满足时

必须调整判断矩阵的排序理念是值得商榷的，正

确的选择应是：“在相信决策者的判断与对判断矩

阵认真复核之间”作出选择。但必须考虑到判断

矩阵的“不可预知性”和“不可重复性”。特别是，

当“一致性”检验不被满足时，A。中比较对象的排

序仍然是确定的，并且决策仍需知道这种真排序。

但是，一旦对判断矩阵A。进行了调整，那么基于

一致性检验的排序方法再也无法知道A。调整前

的真实排序。单从这一点看，基于一致性检验的

单准则排序也不能涵盖所有单准则排序问题。

事实上，只要不把A。的最大特征根A。。，对应

的特征向量“归一化”后看作是比较对象的排序，

那么，就无需对判断矩阵A。进行一致性检验。原

因是，A。中比较对象的排序由A。中得数据决定，

与A。是否“保序”以及具有怎样的“一致性程度”

并无关系。严格讲验证A。中数据的可信性是构

造A。的任务，并非是依据A。中的数据对比较对象

排序的研究内容。问题是，能否依据A。中的数据

在一致性检验之外找到对比较对象排序的排序方

法，回答是肯定的。
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2．由判断矩阵数据决定的单准则排序
评分如符合人凭判断打分的打分逻辑。标度转换

公式如下。

2．1评分标度 2．2比例标度到评分标度转换

已知比例标度判断矩阵为A。=(tti／bj)。。。，因

为给定A。后，n个比较对象的排序已没有不确定

性，由A。中的数据决定。问题是，对象i与歹在准

则C下进行一次重要性比较时的比例标度ai／bj，

对于不同对象J并不具有可加性，所以当对象i在

与n个对象各进行一次比较后对象i的相对重要

性大小决策者是不知道的。这是比例标度这种

“相对标度”的不足，为此引入一种称为评分标度

的新的相对标度概念。

评分标度是在准则C下对rt个比较对象按重

要性大小排序的常用方法。如果用地表示对象i

与J在准则c下进行一次重要性比较时i的得分，

用肛i未示对象歹的得分，那么要想保证评分的公
平性，必须规定，i与歹的得分和为常数m，即肛i『+

肛i=m(m为常数)。

通常m是单值常数，但也有例外；如足球比赛

中，规定一场比赛胜方全取3分负方不得分，而平

局时则比赛双方各得1分。在此m可为3也可为

2，这种规定是为了鼓励“取胜”。在一般情况下m

只是一个常数。此时以m=1为最简。规定心+

／．ti=1，显见评分标度肛i提一种相对标度。并且显
然评分标度具有“可加性”，亦即对象i关于多个

对象，的比较得分可以相加。

当对象i与．j在准则c下进行一次重要性比

较时，如果直接在[o，1]区间上选择一个实数pi胙

为对象i的得分，那么要想保证评分的合理性并不

容易，所以直接从[0，1]区间上选择肛ii并不具有实

际的可操作性。但是，当对象i与，在准则c下进

行一次重要性比较时，用比例标度a／bj作为比较
结果却有公平性、合理性和实际的可操作性。这

样问题就归结为：能否把不具有“可加性”的比例

标度tti／6i转化为评分标度肛扣

这样就涉及到两种“相对标度”转换问题：一

是两种标度能否转换，二是怎样的转换能保证得

到的评分标度符合人凭判断的打分逻辑。两种标

度可以转换是不言而喻的，因为比例标度口i／bi与

评分标度肛i都是对象i与，在准则c下进行一次
重要性比较时，为把i与歹的重要性差异区分开的

一种“相对标度”。这样的两种“相对标度”理应

能转换。剩下的问题是，怎样的转换公式得到的

已知两两比较的1—9比例标度判断矩阵为

A。=(ai／bj)。。。。当对象i与歹在准则C下进行一

次重要性比较时，用实数肛ii表示；的重要性得分，

用pi表示歹的重要性得分。令

f0，当i=J时

，l

0．5，当i句且兰=1时
吁

脚2 1 0．05生+0．45，当i#j Jt 1<ai<9时
呵 吁

【1一[0．05詈+o．45】，当i巧畸冬詈<1时
(6)

显见，当i≠．『詈E[寺，9]时，有惟一的评分如∈
’

’

[0．1，0．9]与之对应，当i=J时，pi=0。

转换式(8)将区间[寺，9]上的比例标度oi／6i

转化为区间[0．1，0．9]上的评分标度卢¨那么该转

换公式是否合理，亦即能否得到满足用户需求的

某种评分规则，是评分排序是否可行的基础。

2．3标度转换公式的合理性分析

衡量变换式(8)的合理性是指，当对象i与歹

在准则C下进行一次重要性比较时，由公式(8)得

到的对象i的重要性得分肛¨是否符合人凭判断

打分的打分逻辑分析如下。

1)当对象i与歹进行一次重要性比较时，我们

的目的是把i与J的“不同重要性合理区分开”，按

这种目的“自比较”没有意义。因为允许自比较

时，最强与最弱的对象在自比较时，都将不加区分

的获得0．5分，只要对象i与J的重要性不同，那

么各自增加0．5分的实际效果，都是“人为”缩小i

与歹的重要性差距；显然这与把i与歹的“重要性”

区分开的目的相悖。所以，不管实际问题中研究

对象能否进行“自比较”，但在使用评分标度时一

律不允许“自比较”，或说“自比较”不得分，这是

评分排序的特点，也是评分标度与比例标度的区

别之一。所以规定／．ti=0是合理的。

2)如果i白，当ai／6i=1时表明i与歹同等重
要，同等重要的两个不同对象比较一次各得0．5

分是合理的。
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3)如果i≠J，当ai／b]=9时表明i极端强且j：
极端弱，规定极端强与极端弱的对象比较一次，强

者得0．9分而弱者得0．1分，刚好九个等级，是人

凭感官和判断能区分开的最多等级，所以是合理

的；反之超过9倍的得分差距从心理学角度将被

视为不合理。

4)对象i从“i与J同等重要”到“i j极端重

要”的变化过程，在没有特定条件下认为i的重要

性得分呈线性增加符合人们的打分直观，所以当i

刊且1≤口／6≮9时经线性插值规定

pii：0．05 a／+0． (7)脚2·
a+· (7)i
0 45

是合理的。

5)当i白且1／9≤n／6i<l时规定

心=l—l o．05生+o．45 I (8)
。

巳
。

是为了保证在i#j时pd+脚=1。

至于为什么不选择在区间1／9 sa／bi<l上

用线性内插法确定肛i厕选择区间1≤ai／bjs9，是
因为区间1／9≤ai／bi<1比区间1 so／6i<-9的间

距短，评分变化快，因而由此得到的评分在直观上

效果稍差。

上述五条表明，由变换式(8)从比例标度得到

的评分规则，在没有特殊要求的条件下是合理的，

因而是一种合乎逻辑的用户需求。

2．4评分排序法

标度转换式(8)将比例标度口／6i转化为评分

标度p¨同时把比例标度判断矩阵A。=(ai／bj)。。。

转化为评分标度判断矩阵B。=(pii)。。。。

fo M： m， ⋯

Mn]
(肛if)。。。=l芦2l 0 肛23

⋯
肛2。I

h，，肛，：⋯肛。。一。0 j
评分判断矩阵B。=(p“)。。。的第i行J列元素如是

对象i与歹在准则C下进行一次重要性比较时对

象i的得分，与此同时歹行i列的元素肛i是J与i进

行一次重要性比较时对象J的得分，并且当i≠歹时

满足肛ii>0，脚=1=肛u。易见，曰。=(pF)。。。的第i

行元素之和Z是对象i的得分和。

Z=i酗“ (9)

在总共n2次两两比较中，除有n个心=0外，

余下的n(n一1)次“两两比较’’中共合得丢几(n一
1)分，所以每个对象i的得分率为

")2赢5而融F(10)
得分率向量为

J，7(C)=(叼。(C)，77：(C)，⋯叼。(C)) (11)

并且77(C)就是n个比较对象的排序向量，向量中

第i个分量叩i(c)是对象i的排序度量，俗称叩i(C)

是对象i的重要性权重。按得分率对比较对象排

序其正确性是不言而喻的，当然前提条件是获取

到得评分是公平、合理、惟一的。至此，在没考虑

比例标度判断矩阵A。=(ai／bj)。。。是否保序以及

具有怎样的一致性程度情况下，直接从矩阵中数

据出发，通过标度变换用评分排序法解决了矩阵

中n个比较对象的排序问题。显然评分排序与比

例标度判断矩阵A。是否保序以及具有怎样的一

致性程度没有关系，它由矩阵中的数据决定。

从比例标度判断矩阵A。=(ai／6i)。。。出发，到
完成评分排序，只用到加乘运算。所以评分排序

算法要比基于一致性检验的特征根排序法简便

很多。

3例子

三个橄榄球队打一次循环赛，A。，A：是由两两

比较的1—9比例标度判断矩阵表征的，关于比赛

的两种预测。A，，A：分别为

A1=

·3吉
1 1 ，’

了1
Jj

2了1 1
j

A2 2

1 3‘1-
5

i1 1 6
j

， 1 ．

5 --2- 1
U

求两种预测下的比赛排名。

显见在A。与A：中都存在“甲胜乙，乙胜丙而

丙又胜甲”的反序情况。一致性检验结果如下：

对A．的检验结果为

最大特征根A。。=4．002
C．L=0．500 1

C．R．=0．96>0．1

对A，的检验结果为

A～=5．704

C．，．=1．352

C．R．=2．6>0．1

两个判断矩阵都不满足C．R．<0．1，按照一

致性检验的排序理念，生成两个判断矩阵的“判

断”都没能趋于一致，不能提供合乎逻辑的排序，

所以必须对判断矩阵A。，A：进行调整。但是，当判
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，，0 0。600 0 0．450 0、

B，=1 0．400 0 0 0．600 0

10．666 7 0．700 0 0 j
r 0 0．600 0 0．300 0、

B，=l 0．400 0 0 0．833 3

1 0．700 0 0．250 0 0 J

龙=1．000 0 庀=1．150 0

4结论

构造的比例标度判断矩阵A。是否可信，是决

策者在构造A。阶段应解决的问题；并且一旦构造

了A。，那么排序就由A。中的数据决定，与A。具有

怎样的“一致性程度”并无关系。当A。保序时，

AHP把A。的最大特征根A。。对应的特征向量“归

一化”后作为比较对象的排序，其正确性毋庸置

疑，但要从严格意义上界定A。保序，却是十分困

难的，至少现阶段很难做到；并且认为不满足一致

性检验(即出现反序)的判断矩阵A。不能提供合

乎逻辑的排序，这种排序理念的合理性也值得商

榷。所以依据判断矩阵A。中的数据构造排序方

法才是单准则排序的正常途径。
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