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结构的非线性随机地震响应分析
李承根，何 军

( 上海交通大学 船舶海洋与建筑工程学院土木工程系，上海 200240)

摘要:提出了一种基于广义高斯分布的结构非线性随机地震响应分析方法，该方法采用广义高

斯分布来预测结构非线性随机地震响应的边缘分布，采用 Nataf 分布预测结构非线性随机地震
响应的联合分布，而预测模型的参数由非线性响应的一阶和二阶绝对矩来估计。采用发展的方
法，分析了 Kanai － Tajimi地面运动加速度作用下六层剪切型框架结构的非线性随机响应，分析
结果表明该方法具有较高的数值精度和计算效率。
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Abstract: Using the generalized Gaussian distribution，this paper proposes an effective method to the
analysis of the marginal and joint distributions of random responses of nonlinear structures subjected to
random excitations． The marginal probability density function ( PDF) of a nonlinear random response
is modeled by the generalized Gaussian distribution and the joint PDF of the responses of interest is
obtained by the Nataf model． The model parameters required by the method can be estimated by sim-
ple estimators． Numerical examples，a six － story shear － building structure under random earthquake
loading，show that the method is very effective in the sense that it provides sufficiently exact solutions
for the hardening as well as softening random responses with feasible computational efforts．
Key words: generalized Gaussian distribution; random response; nonlinear structure; probability dis-
tribution; parameter estimation

结构非线性随机地震响应分析的主要问题是

响应的边缘和联合概率密度函数。针对这一问
题，人们发展出了许多分析方法，如 Fokker －
Planck方程的方法、随机平均法、矩封闭法、路径
积分法和随机有限元法［1 － 2］。上述方法受非线性
类型和结构复杂性的限制，应用范围有限。目前
来说，只有等效线性化方法和蒙特卡罗模拟法具

有广泛的应用性［3］。但是，等效线性化方法在分
析强非线性结构时有很大误差，特别是在响应分

布的尾部区域，需要采用局部等效线性化技术［4］

或尾等价线性化方法［5］来提高精度。蒙特卡罗方
法是目前最常用的求解该问题的方法，但这种方

法收敛速度相对较慢，为了加速收敛，需要联合使

用拉丁超立方( Latin Hypercube) 抽样［6］或准蒙特
卡洛( quasi － Monte Carlo) 方法［7］。
实际上，为了提高分析效率，人们可以预先设

定结构非线性随机响应的边缘和联合分布的预测

模型，然后估计模型的参数。而其中的关键问题
是确定边缘概率密度函数，然后再利用 Nataf 模
型［8］得到联合概率密度函数。在一般情况下，结
构的非线性随机地震响应都是关于其平均值 ( 通

常为 0) 对称分布的，并且具有比高斯分布更宽或
更窄的尾部。因此，人们可以用对称但非高斯的
分布来预测结构非线性随机地震响应的边缘
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分布。
基于上述分析，本文采用广义高斯分布［9］来

预测公式( 1 ) 中 X 的边缘概率密度函数，并利用
Nataf模型来预测 X 的联合概率密度函数。一个
六层框架结构的随机地震响应分析说明了本文所

建立方法的有效性和精确性。

1 广义高斯分布简介

如上所述，结构非线性随机地震响应分析的

主要问题是求由下面微分方程控制的响应 X( t) 的
边缘和联合概率密度函数:

m X
·
+ c X

··
+ fs = －mIx U

··

g ( t) ( 1)
式中，m是质量矩阵; c 是阻尼矩阵; fs 是非线

性的恢复力向量( 一般是 X 和X
·
的函数) ; Ix 是荷

载分布向量; U
··

g ( t) 是随机地震荷载。
广义高斯分布随机变量 X 的概率密度函

数为:

fx ( x) =
β

2aΓ( 1β
)
e － ( | x － u |

a )
β
，x( － ∞，∞ ) ( 2)

其中实数 u 是位置参数; 正实数 a 为尺度参
数;正实数 β为型参数;而 Γ表示伽马( gamma) 函
数。型参数 β 与该分布尾部的厚度相关: 当 β = 1
时，公式( 2) 表示拉普拉斯分布; 当 β = 2 时，公式
( 2) 表示高斯分布; 而在 β→∞的极限情况下，公

式( 2) 表示( μx 槡－ 3σx，μx 槡+ 3σx ) 上的均匀分布。
因此，公式( 2) 可以同时描述宽尾( 0 ＜ β ＜ 2 ) 和窄
尾( β ＞ 2) 的分布。公式( 2) 的这些性质使其可以
被用来模拟公式( 1) 中 X的边缘概率密度函数。
广义高斯变量 X的平均值，方差，偏度和峰度

系数分别为:

μx = μ ( 3)

σ2
x =

a2Γ( 3β
)

Γ( 1β
)

( 4)

γx = 0 ( 5)

λx =
Γ( 1β
) Γ( 5β
)

Γ2 (
3
β
)

( 6)

公式( 3 ) 、( 5 ) 和( 6 ) 表明 X 的模型参数与 X
的前四阶矩有关。另一方面，广义高斯分布的型
参数 β也可以由 X的前两阶绝对矩来表示:令 μ =
0，Y = |X | ，则 Y的概率密度函数由下式给出:

fY ( y) =
1

aΓ( 1 + 1
β
)
e － ( ya ) β，y［0，∞ ) ( 7)

因此，通过公式( 4) 得到 X的 r阶绝对矩:

E［|X | r］= E［Yr］= 1

aΓ( 1 + 1
β
)
∞0 yre － ( ya ) βdy

=
σ2

XΓ(
1
β
)

Γ( 3β









)

Γ( 1 + r
β
)

Γ( 1β
)

( 8)

其中，E［·］表示求期望。在 r = 4 的情况下，
在两边同时除以 σ4

x，可以得到公式( 6) 。
令公式( 5) 中的 r = 1，可以得到广义高斯函数

比( ggfr) 的倒数

M( β) = ( E［|X |］)
2

σ2
x

=
Γ2 (

2
β
)

Γ( 1β
) Γ( 1β
)
( 9)

因而，型参数 β与 x的前两阶绝对矩 E［| X |］
和 σ2

x = ( E［| x |］)
2 建立了一一对应的函数关系。

广义高斯变量 X的累积分布函数( CDF) 为:

Fx ( x) =
1
2 + 1

2 sgn( x － μ) ζ［1β'
(
| x － μ |

a )
β］

( 10)
其中的 sgn( x) 是符号函数，即当 x 为负数、零

或正数时，sgn( x) 分别为 － 1，0，1。ζ 是正则化的
不完全伽马函数，即 ζ( s，x) = x0 t

s － 1e － tdt /Γ( s) 。
由式( 10) 可以推导出广义高斯分布的累积分

布函数的反函数:

x = F － 1
x ( p) = sgn( p － 1

2 ) a{ ζ
－ 1［

1
β
，sgn ( p －

1
2 ) ( 2p － 1) ］}

1
β + μ ( 11)

式中的 ζ － 1表示正则化的不完全伽马函数的反函

数，可表示为 x = ζ － 1 ( s，w) ，同时有 w = ζ( s，x) 。

2 模型参数估计

公式( 2 ) 中有 3 个参数，即位置参数 μ，尺度
参数 α和型参数 β。如前所述，一般来说，响应 X
的平均值一般是 0，所以由公式( 3) 可以将位置参
数 μ设为 0。此外，公式( 4) 表明尺度参数 α 与 X
的方差 σ2

x 和形状参数 β 有关。在方差已知的情
况下，参数 α仅取决于型参数 β。与此相反的是，
公式( 6) 和( 9) 中，型参数 β独立于 μ和 α。因此，
型参数 β的估计是模型参数估计中的关键。
有两种常用的方法来估计型参数 β，即最大似
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然法和矩方法［10］。最大似然法需要繁琐的迭代
过程，对样本和初始值非常敏感。矩方法是以峰
度系数为基础，即公式 ( 6 ) 或者 ggfr 的倒数函数
( 公式( 9) ) 。由于峰度系数对样本和 ggfr 的倒数
函数十分敏感，而 M( β) 对于样本则相对不敏感，
因此，我们可以采用响应的前两阶绝对矩并利用

公式( 9) 来估计型参数 β。
通常，公式( 1) 中 X的前两阶绝对矩没有解析

解，需要采用数值积分方法或抽样方法估计前两

阶绝对矩。数值积分方法或抽样方法需要离散激
励过程 Üg ( t) 。通常 Üg ( t) 的离散表达式包含成
百上千个变量，因此，无论是数值积分方法和方差

缩减抽样方法都不适合估计 X 的前两阶绝对矩。
因此，我们用蒙特卡洛方法来估计前两阶绝对矩。
基于蒙特卡洛方法提供的 X 的样本，响应的前两
阶绝对矩由下式给出

E［|X | r］= 1
N∑

N
n = 1 | xi |

r，r = 1，2 ( 12)

其中 N 是响应的样本数; xi 是第 i 个响应
样本。

3 X的联合概率分布函数

在 X的边缘分布和协方差已知的条件下，可
以通过 Nataf模型得到 X的联合概率分布函数

fx ( x) = fx1 ( x1 ) fx2 ( x2 ) …fxN ( xN )

φN ( z，Ｒ
1 )

φ( Z1 ) φ( Z2 ) …φ( ZN )
( 13)

其中 Zi =Φ
－ 1［Fxi ( xi ) ］; Φ ( ·) 是标准正态

变量的累积分布函数; φ( ·) 是标准正态变量的概
率密度函数; φN ( Z，Ｒ') 是相关矩阵为 Ｒ'的 N维标
准正态概率密度函数; 矩阵 Ｒ'中的元素 ρ' ij与 Xi

和 Xj 的相关系数 ρij的函数关系为:

ρij = ∞－∞ 
∞
－∞

xi － μxi

σx
( )

i

xj － μxj

σx
( )

j

φ2 ( zi，zj，ρ' ij )

dzidzj ( 14)
对于每一个已知的 ρij，通过迭代求解公式

( 14) 可以获得 ρ' ij。为了避免这种繁琐的计算，通
过使用最小二乘拟合，我们给出了求解 ρij的经验

公式:

ρ' ij ( ρij，βi，β j ) = － 0． 000 29 + 1． 062 64ρij +
0． 000 22( βi + β j ) － 0． 000 07 ( ρ2ij + β2i + β2j ) －
0． 014 73( ρijβi + ρijβ j ) － 0． 000 01βiβ j － 0． 006 76ρ3ij
+ 0． 000 01 ( β3i + β3j ) + 0． 000 01 ( ρ2ij βi + ρ2ij β j ) +
0． 001 88( ρijβi

2 + ρijβ
2
j ) ( 15)

需要注意的是: 该经验公式中 ρij，βi 和 β j 的

取值范围分别为［－ 0． 95，0． 95］，［1，6］和［1，6］。

4 数值分析实例

考虑如图 1 所示的六层剪切结构模型。楼面
质量和总的层间活荷载如图所示。假设阻尼为瑞
利阻尼，前两个振型的阻尼比均为 5%。每层的层
间恢复力定义为:

fs = k0［aX + ( 1 － a) Z］ ( 16)
式中，a = 0． 1 表示一个非线性参数，X和 Z 分别表
示层间位移中弹性和滞变的部分，其中 Z 服从
Bouc － Wen模型［11 － 12］

Z = － γ |X
·
|Z |Z | n － 1 － β X

·
|Z | n + A X

·
( 17)

其中的参数值 n = 2，A = 1，γ = β = A / ( 2xn
y ) ，

而 xy = 0． 01 为屈服位移。

假定公式( 1 ) 中的随机地震载荷U
··

g ( t) 为平
稳高斯过程，谱密度为［13 － 14］

Sξξ ( ω) = S0
ω4

f + 4ω
2
f ζ

2
f ω

2

( ω2 － ω2
f ) + 4ω

2
f ζ

2
f ω

2 ( 18)

其中，过滤器参数 ωf = 15． 7( 弧度 /秒) 和 ζf =
0． 6，而相应的白噪声过程的功率谱密度 S0 =
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0． 015 6m2 /s3。
在随机地震激励的离散中，截断频率设为

ωL = 0 ( rad /sec) 和 ωU = 150 ( rad /sec) ，而步长设
为ω = 0． 3 ( 弧度 /秒 ) 。因此，离散表达式有
N = 2( ωU /ω) = 1 000 个随机变量。设第六和第
五层的位移为 X1 和 X2，他们的平均值是零，由

2 000个样响应样本可计算出的 X1 和 X2 的第一和

第二阶绝对矩，并计算出 X1 和 X2 的型参数 β，计
算结果分别列于表 1 和 2，从其中我们也可以估计
尺度参数 a。

图 2、3 给出了 X1 和 X2 的广义高斯分布近似

和 Monte Carlo模拟结果。图 2、3 表明广义高斯分
布近似与用 Monte Carlo结果的吻合良好。对于尾
部区域，模拟的结果在广义高斯分布附近振动。
由 2 000 个样本得到的 X1 和 X2 的相关系数 ρ12 =
0． 86，由经验公式( 15) 可以得到 ρ'12 = 0． 88。由图
2 和图 3 所示的计算结果以及式 ( 13 ) ，可以得到
X1 和 X2 的联合概率分布函数，用于分析响应 X1

和 X2 的联合穿越率和结构的整体可靠度。

表 1 X1 统计矩的平均值和广义高斯分布模型的型参数

Tab． 1 Mean values of statistical moments of X1 and the shape parameter of the generalized Gaussian distribution model

样本数 σ2
x1的平均值 /mm2 E［|X1 |］的平均值 /mm M( β) β

2 000 2 064． 610 35． 730 0． 618 1． 770

表 2 X2 统计矩的平均值和广义高斯分布模型的型参数

Tab． 2 Mean values of statistical moments of X2 and the shape parameter of the generalized Gaussian distribution model

样本数 σ2
x2的平均值 /mm2 E［|X2 |］的平均值 /mm M( β) β

2 000 969． 123 24． 678 0． 615 1． 737
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5 结论

基于广义高斯分布和 Nataf 模型，本文建立了
结构非线性随机地震反应边缘和联合分布的分析

方法，通过一个六层剪切型结构模型非线性随机

地震反应的分析，验证了本文所建立方法的有效

性和精确性。
1) 本文所建立的方法能够给出结构非线性随
机地震反应边缘分布和联合分布的解析表达式，

为结构的地震安全性分析提供了方便。
2) 本文所建立的模型的参数由Monte Carlo模
拟方法来确定，参数估计简单，适于一切具有确定

性解的工程结构，因此应用范围广泛。
3) 本文所建立的方法适用于一切反应具有对
称分布特性的结构随机振动问题，因此，对其他随

机振动问题，如结构风致随机振动和波浪力作用

下的结构随机振动问题，该方法同样适用。
4) 在模型参数的估计中，应尽可能准确地计
算出所涉及的反应矩，以保证得到更准确的广义

高斯分布模型。
5) 对于反应不是对称分布的情况，可以采用
广义对数正态分布来模拟结构非线性随机反应的

边缘分布，并结合 Nataf 模型给出反应的联合分
布，因此，本文所建立的方法对具有非对称反应的

结构非线性随机振动问题的分析，也具有参考

价值。
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