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m 子序列的特性研究
张爱雪，年夫生，韩 春

( 安徽工程大学 电气工程学院 安徽省电气传动与控制重点实验室，安徽 芜湖 241000)

摘要: 针对 m 序列线性复杂度不高，非线性度为零等问题，采用 B － M 算法对构造出的第一类 m
子序列进行了线性复杂度的研究，得出 m 子序列的线性复杂度和 m 序列相比大的多，逼近序列

长度的一半的结论。利用 Walsh 频谱技术分析了 m 子序列的非线性度，仿真和计算结果表明 m
子序列的非线性度与 m 序列相比有了很大的改善，可以广泛用于流密码、信道编码、扩频通信

等领域。
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Study on the characteristics of m Subsequence
ZHANG Ai － xue，NIAN Fu － sheng，HAN Chun

( Anhui Provincial Key Laboratory of Electric and Control，School of Electrical Engineering，Anhui Polytechnic
University ，Anhui Wuhu 241000，China)

Abstract: M sequence has good pseudo － random characteristics，but its linear complexity is not high
and the nonlinearity is zero． So the application fields of m sequence are limited． Adopting the B － M
algorithm this paper gives the studies of the linear complexity of m subsequences which are construc-
ted． We get conclusion that the linear complexity of m sequence is bigger than m subsequences’，ap-
proaching the half of the sequence’s length． The nonlinearity of the m subsequence is analyzed using
the Walsh spectrum technology． The simulation and the calculation results show that the nonlinearity
of m subsequence has made a lot of improvement compared with the m sequence，and can be widely
used in flow password，channel coding，spread spectrum communication，etc．
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基于线性移位寄存器( LFSＲ) 构造产生的伪

随机 m 序列是成熟的理论，m 序列具有周期性、游
程性、平衡性和相关性良好的伪随机性。但 m 序

列的数目有限，线性复杂度低，非线性度为零，往

往不能满足实际应用的需要。近年来，研究出更

具有科学和社会价值的伪随机 m 序列是国内外相

关领域的热点问题。本文主要讨论基于 m 序列构

造出的第一类 m 子序列的线性复杂度和非线性

度，从而证明第一类 m 子序列具有很好的线性复

杂度和良好的非线性度。

1 m 序列和 m 子序列

1． 1 m 序列及其特性

假设以 F2 上 n 次多项式 f( x) = c0 + c1x +…

+ cnx
n 为联接多项式的 n 级线性移位寄存器所产

生的非零序列 a 的周期为 2n － 1，便称序列 a 是 n
级最大周期线性移位寄存器序列，简称 m 序列。

m 序列具有良好的平衡性、游程特性，它的自

相关函数具有很好的 δ( t) 函数特征，所以，m 序列

具有很好的伪随机特性。

1． 2 m 子序列

第一类 m 子序列是在 m 序列线性反馈函数

所确定状态转移图上，修改一定的状态后继，将会

在保留原状态转移图主构架基础上，形成一个新

的状态转移图，这个新的状态转移图对应一个新

的移位寄存器，这个新的移位寄存器所产生的序

列就是 m 子序列，其总的状态数目也是 2n － 1。
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m 序列移位寄存器反馈函数式如式( 1) ，若改

变状态转换，其反馈函数也随之改变。
f( x) = c0x0c1x1c2x2…cn － 1xn － 1 ( 1)

根据参考文献［1］，m 序列反馈函数在四点处

完成模 2 加 1 就能形成 m 子序列。所以 m 子序列

的反馈函数 f'( x) 的形式如下:

f'( x) = f( x) xn － 1xn － 2…x1 x0xn － 1xn － 2…
x1 x0xn － 1xn － 2…x1x0xn － 1xn － 2…x1x0 ( 2)

m 子序列移位寄存器是基于 m 序列移位寄存

器，且进行了一定的状态重组，其循环状态也是

2n － 1个非零状态，所以 m 子序列的平衡性、游程特

性和自相关特性都很好。

2 m 子序列的线性复杂度

线性复杂度及其稳定性的研究是评价序列不

可预测性的重要指标，序列的线性复杂度不仅要

足够大，而且必须有很好的稳定性。由线性复杂

度的定义可知［2］: 对于非线性序列，其等效线性移

位寄存器的长度为该序列的线性复杂度，在已知

N 长二元序列 a0，a1，a2，…，aN － 1的情形下，求取这

样一个等效线性移位寄存器的长度，采用 Berreka-
mp － Messey 算法来完成。该算法的核心思想是运

用数学归纳法求出一系列线性移位寄存器。
对于一个 GF( 2) 上的多项式:

f( x) = c0 + c1x + c2x
2 +… + c1x

l ( 3)

其中 c0 = 1，但并不限定 c1 = 1。我们把以

f( x) 为联接多项式的 l 级线性移位寄存器简记为

＜ f( x) ，l ＞。如果递归关系:

ak = c1ak － 1 + c2ak － 2 +… + clak － 1，

k = l，l + 1，…，N － 1 ( 4)

成立。我们就说 ＜ f( x) ，l ＞ 产生二元序列 a0，a1，

a2，…，aN － 1。B － M 算法的流程图如图 1 所示:

根据线性复杂度定义，设 a = a0a1a2…a1 － 1 是

一 n 级 m 序列，则 n 级 m 序列线性复杂度是 n。
同一周期( p = 2n － 1) 的 m 子序列的线性复杂度较

m 序列的线性复杂度大的多，应用 B － M 算法可

以计算出第一类 m 子序列的线性复杂度。对最高

次数 n 取 7 ～ 10 的各 m 序列本原多项式 ( 文献

［2］中的附表三) 所确定的式( 1 － 2) 的 m 子序列

进行了线性复杂度的统计，部分结果如表 1 所示。

由表 1 可知: m 子序列的线性复杂度比 m 序

列的线性复杂度大的多，逼近于序列周期的一半，

正好符合文献［3］中对于密钥序列的要求。

表 1 具有同一周期的 m 序列和 m 子序列线性复杂度

Tab． 1 The linear complexity of m sequence and m subsequence
which have the same period length

序 列
周 期

m 序列 m 子序列 1 m 子序列 2 m 子序列 3 m 子序列 4

27 － 1 = 127 7 62 54 59 63
28 － 1 = 255 8 146 128 127 120
29 － 1 = 511 9 298 254 256 256
210 － 1 = 1 023 10 615 512 512 512
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3 m 子序列的非线性度

为了抵抗各种攻击，流密码和分组密码算法

中所用的 m 序列必须满足一些密码学准则，比如

具有相关免疫性，有高的非线性度。我们知道，m
序列是由线性移位寄存器产生的，LFSＲ 的反馈函

数是线性函数，它的非线性度为零，所以 m 序列抵

抗线性攻击的能力不强。接下来我们分析 m 子序

列的非线性度。
布尔函数 f( x) 的 Walsh 变换，也称 Walsh 谱，

是研究布尔函数非线性度的有力工具。
设 f( x) 是 Fn

2 上的布尔函数，称

Wf ( ω) = Σ
xFn2

( － 1) f( x) ( － 1) ω·x

= Σ
xFn2

( － 1) f( x) + ωx ( 5)

为 f( x) 在 ω 处的 Walsh 谱，其中 ω·x 代表 ω
与 x 的内积，即:

ω·x = ω1x1 + ω2x2 +… + ωnxn ( 6)

这里 ω = ( ω1，ω2，… ωn ) Fn
2，所有的 Wf ( ω)

称为 f( x) 的 Walsh 谱。
设 f( x) 是 Fn

2 上的布尔函数，f( x) 的非线性度

( Nonlinearity) ，记为 Nf，等于它与所有线性函数的

汉明距离的最小值，即:

Nf = min
lL( n)

d( f，l) = min
lL( n)

ωt( f + l) ( 7)

布尔函数的非线性度与 Walsh 谱之间存在如

下的关系:

Nf = 2
n － 1 － 1

2 max
ωFn2

|Wf ( ω) | ( 8)

因此要求出一个布尔函数的非线性度，只要

求出其绝对值最大的 Walsh 谱值即可。
根据参考文献［1］在 m 序列状态转移图的基

础上修改一定的状态后继得到 m 子序列的反馈函

数 f'( x) ，根据公式( 5 ) 和( 8 ) 可以计算出反馈函

数 f'( x) 产生的 m 子序列的 Walsh 谱值和非线性

度的值。图 2 是 9 位的 m 序列交换不同对数的共

轭状态得到的不同的 m 子序列 的 非 线 性 度 Nf

的值。
m 序列是线性序列，通过计算可知任何 m 序

列的非线性度都是零。m 子序列是非线性序列，

m 子序列的 |Wf ( ω) |的最大值比 m 序列的要小一

些，而且 m 子序列的 Wf ( ω) 的非零值的个数要多

一些。根据图 2 可知，相同位数的不同 m 子序列，

交换序列共轭状态的对数越多，得到的 m 子序列

的非线性度越大。因此 m 子序列和 m 序列相比，

非线性度有了很大的提高，m 子序列用来抵抗相

关攻击的能力要强的多。

4 结论

m 子序列和 m 序列一样具有周期长、游程性、
平衡性和良好的相关性，研究结果表明 m 子序列

的线性复杂度比 m 序列的线性复杂度大的多，其

非线性度和 m 序列相比也有了很大的提高，因此

m 子序列是好序列，可以广泛用于密码序列系

统中。
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