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一类带有函数指数的 Logistic 方程正解的有界性

冀铁果1，赵雪婷1，董 卫2

( 1． 河北工程大学 理学院，河北 邯郸 056038; 2． 河北工程大学 水电学院，邯郸 056038)

摘要: 本文讨论 ＲN 空间中一类带有函数指数的 Logistic 微分方程正解的有界性。利用 Sliding
Method 和比较原理得出结论，为讨论此类方程正解的唯一性打下基础。
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The boundness of positive solutions of a Logistic
equations with varying power

JI Tie － guo1，ZHAO Xue － ting1，DONG Wei2

( 1． College of Science，Hebei University of Engineering，Hebei Handan 056038，China;
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Abstract: In this paper，we discuss the boundness of positive solutions of a Logistic partial differential
equations on ＲN with varying power． We use the sliding method and comparison principles to reach
the conclusion which the uniqueness of the positive solution of this kind of equation is based on．
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我们将讨论方程

－ Δu = λ( x) μ － a( x) μp( x) ，xＲN ( 1)

正解的有界性，其中 λ( x) 和 a( x) 是 ＲN 中正的连

续函数，且存在正常数 λ∞ 和 β 使得 lim
| x |→∞

λ ( x) =

λ∞ ，lim
| x |→∞

a( x) = β; p( x) 1 是连续函数且存在常

数 p∞ ( 1，∞ ) ，使得 lim
| x |→∞

p( x) = p∞。

方程( 1) 揭示了空间异质性对化学反应影响

的模型。对 p ＞ 1 是正常数的情形，此类问题被广

泛研究，详见参考文献［1 － 4］。我们综合利用文

献［2］中的 Sliding Method 以及文献［3］中的比较

原理，得到了方程( 1) 正解的有界性。

结论及证明

定理: 存在正常数 L ＞ 1，使方程( 1 ) 的所有

正解 μ，都有 μL。当 | x |→∞ 时，所有正解 μ
满足:

lim
———

| x |→∞
μL·

λ∞

βLp∞( )－ 1

1
p∞ －1

= λ∞( )β

1
p∞ －1

本定理 的 证 明 分 解 为 引 理 1 和 引 理 2 的

证明。

引理1: 如果 μ 是方程( 1) 的正解，则 supＲNμ ＜∞。

证明: 令 ω～ 表示方程 － Δω = － λω － a* ω
p 的

唯一正解，其中 λ = supＲNλ( x) ，p = infＲNp( x) ，a*

是一个足够小的正数，可使 a* ＜ infＲN
a ( x) 和 ω～

( 0) = min
B1( 0)

ω～ ＜ max 1，supμ
B1( 0

{ }
)

同时成立。

设 γ: ［0，1］→ＲN \ { 0} 表示一条连续曲线，并

且满足 γ( 0) = 0，γ( 1) = y( y≠0) 。
令 t* = sup{ t［0，1］|st，x B1 ( γ( s) ) ，

ω～ ( x － γ( s) ) μ( x) }

则在B1 ( γ( t* ) ) 上，ω～ ( x － γ( t* ) ) u( x) 显然成

立。假设 t* ＜ 1，则一定存在着单调递减数列{ tn }

使得 tn→t* ，在B1 ( γ( tn ) ) 上存在一数列{ xn } ，使

数列{ tn} 和{ xn } 满足不等式: ω～ ( xn － γ ( tn ) ) ＜ μ
( xn ) 。取数列{ xn } 的一收敛子列( 仍用 xn 表示)

使 xn→x* ，则 x*  B1 ( γ( t* ) ) 。所以 ω～ ( x* － γ
( t* ) ) = lim

n→∞
ω～ ( xn － γ( tn ) )  lim

n→∞
u( xn ) = u( x* )

即 ω～ ( x* － γ ( t* ) ) = u ( x* ) 。但由于在 B1

( γ( t* ) ) 上，ω～ ( · － γ( t* ) ) ＞ u( ·) ，所以 x* B1

( γ( t* ) ) 并且 x* 是函数 ω～ ( · － γ( t* ) ) － u( ·)
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在 B1 ( γ( t* ) ) 内的一个极小值。由此可得:

－ Δ ω～ ( x* － γ( t* ) )  － Δu( x* ) =
λ( x* ) μ( x* ) － a( x* ) ［μ( x* ) ］p( x* ) =
λ( x* ) ω～ ( x* － γ ( t* ) ) － a ( x* ) ［ω～ ( x* － γ

( t* ) ) ］p( x* ) ＜ λω～ ( x* － γ( t* ) ) －
a* ［ω～ ( x* － γ( t* ) ) ］p

这与 ω～ 的定义矛盾。所以 t* = 1。所以 ω～ ( 0) = ω～

( y － γ( 1) ) μ( y) 。这表示方程( 1 ) 的所有正解

μ 一致有界，即 supＲNμ ＜ ∞。
取常数 L ＞ max { 1，supＲn μ} ，使 b ( x) = a ( x)

Lp( x) － 1 ＞ 2λ( x) ，则有 lim
| x |→∞

b( x) = βLp － ∞ = : b∞。

令 v = μ
L ，由方程( 1) 可得:

－ Δv = λ( x) v － b( x) vp( x) ，0 ＜ v( x) ＜ 1，xＲN。
对任意小的正数 ε ＞ 0，总可在 ＲN \BＲ 内找到

足够大的正数 Ｒ = Ｒε ＞ 0 使得不等式

λ∞ － ε ＜ λ( x) ＜ λ∞ + ε，b∞ － ε ＜ b ( x) ＜ b∞
+ ε 和 p∞ － ε ＜ p( x) ＜ p∞ + ε

同时 成 立。由 于 sup | x | = Ｒ v ＜ 1，所 以 可 在 区 间

( sup | x | = Ｒv，1) 内选一个常数 η，做方程

－ Δω = λ( x) ω － b( x) ωp∞ + ε ＲN \BＲ 内

ω = η 在 BＲ
{ 上

( 2)

令 wε 表示方程( 2 ) 的唯一正解。根据文献

［3］中 的 定 理 1 可 知，当 | x | → ∞ 时，ωε →
λ∞

b( )
∞

1 / ( p∞ + ε － 1)

，即

lim
| x |→∞

ωε =
λ∞

b( )
∞

1 / ( p∞ + ε － 1)

( 3)

可以 取 足 够 小 的 正 数 ε，使 不 等 式 0 ＜
λ∞ + ε
b∞ －( )ε

1 / ( p∞ + ε － 1)

＜ 1 成立。

如果存在一个点 x0Ｒ
N \ BＲ，能使 ωε ( x0 ) =

maxＲN \BＲωε1 成立，则有 － Δωε ( x00 ) 并且 λ
( x0 ) ωε ( x0 ) － b ( x0 ) ωε ( x0 ) p∞ + ε ＜ 0。由 此 可

推出:

sup
ＲN \BＲ

ωε ＜ 1 ，sup
| x | = Ｒ

v ＜ 1，inf
| x | = Ｒ

( ωε － v) ＞ 0。

引理 2: 对任意的 | x | ＞ Ｒ，ωεv。

证明: 由于 infＲN \BＲωε ＞ 0，所以在 ＲN \BＲ 内，一

定存在常数 k ＞ 0 使得 kωε ＞ v 成立。令

k* : = inf{ kωεv in ＲN \BＲ} 。
假设 k* ＞ 1，则函数 z: = k* ωε － v 是 C2 上的

非负函数且在 ＲN \BＲ 上满足:

－ Δz － λ( x) z = － b( x) k* ωp∞ + ε + b( x) vp( x)
－ b( x) k* ωp( x) + b( x) vp( x)
－ b( x) ［( k* ωε )

p( x) － vp( x) ］+ θ
其中 θ: = infb( x) ［( k* ) p( x) － k* ］ωε

p( x) － ＞ 0。设

g( x) : =
( k* ωε )

p( x) － vp( x)

k* ωε － v
当 k* ωε≠v，

0 当 K* ωε =
{

v
则 gL∞。令 Ж: = － Δ + g ( x) － λ ( x) ，利用

［1］中的引理 2． 1 可得

infz ＞ 0。
但对于任意的 xＲN \BＲ，可以找到一个足够小

的常数 h，使得 hωεz( x) 成立，即 hωεk* ωε － v
成立，由此可得( h － k* ) ωεv 成立，这与 k* 的定

义矛盾。所以 k* 1。由于 k* ωεv 且 k* 1，

所以 ωεv。

当 k* 1 时，由于 ωεv，且 v = μ
L ，所以 μ =

LvLωε。由式( 3) 可得

lim
| x |→∞

μ lim
| x |→∞

L λ∞

b( )
∞

1 / ( p∞ + ε － 1)

=

L·
λ∞

βLp∞( )－ 1

1
p∞ + ε － 1

所以

lim
———

| x |→∞
μL·

λ∞

βLp∞( )－ 1

1
p∞ －1

= λ∞( )β

1
p∞ －1
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