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非均匀颗粒二维动力性状的模拟与研究

董 岩，唐洪祥

( 大连理工大学 海岸和近海工程国家重点实验室，辽宁 大连 116024)

摘要：通过构造二维离散元模型，分析了土体在动荷载作用下的运动情况，并对任意时间步的应

力应变进行了分析。针对以往的单一颗粒的模拟，提出了运用两种不同形状的颗粒进行模拟，即

圆盘颗粒和椭圆盘颗粒。并且针对不同泊松比和弹性模量，利用 Hertz 接触理论，对圆盘圆盘接

触、圆盘椭圆盘接触以及圆盘或椭圆盘与四周边界的接触进行了讨论，并对具体接触的法向受力

以及颗粒重叠量进行了解析推导。最后通过变化不同动荷载的均值得到 σd - εd 表示的“骨干曲线”，

通过对“骨干曲线”的非线性模拟，得到土的动力本构模型。
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Abstract：In this paper，the motion of the soil under dynamic loads is analyzed by constructing 
a two-dimensional discrete element model，and the stress and strain at any time step are analyzed.
The simulation is made by using two different shapes of particles which are the disk particles and the 
elliptical disc particles，directed against the simulation of single particle in the past.And these two kinds 
of particles have different Poisson's ratio and elastic modulus.Using Hertz contact theory，the contact 
between disc particles，between disc particles and elliptical disk particles and between disk particles 
or elliptic disk particles and the surrounding boundary are discussed in this paper.The normal stress and 
the particle overlap of the specific contact are deduced.Finally，by changing the mean value of different 
dynamic loads，the "backbone curve" is obtained，and the dynamic constitutive model of soil can be 
obtained by the nonlinear simulation of the "backbone curve".
Key words：Two dimension；discrete element；the elliptical disc particles；Hertz contact theory；
overlap；dynamic constitutive model.
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土的动力特性是土动力学与岩土地震工程的基

础，主要研究动荷载作用下土的变形和强度特性 [1]。

在对土体颗粒进行分析 [2] 时，为了避免有限元模型

将颗粒材料作为连续体进行分析，不得不采用很多

假设而导致与实际结果契合不严谨。在 20 世纪 70
年代，离散元法被提出，用来研究散粒体的接触关

系以及颗粒材料与边界面之间的接触 [3-5]。在常规二

维离散元分析中，一般采用圆盘 [6] 进行分析，但几

乎所有自然界中颗粒的形状都不是圆形的，仿真模

拟效果较牵强 [7]。而且大多模型采用的均是均一性

颗粒 ( 均一性圆盘颗粒、均一性椭圆盘颗粒 [8]) 进行

颗粒模拟计算 [9-16]。签于此，本文综合圆盘颗粒和
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椭圆盘颗粒的优缺点，分别采用圆盘和椭圆盘颗粒

对土体颗粒进行模拟分析，并通过合理选择圆盘和

椭圆盘的方程，得到一个较为简化的分析模型，研

究双轴作用下颗粒的动载荷响应。

1 模型介绍

本模型作如下假设：接触采用粘弹性模型；圆

盘与圆盘之间、椭圆形与圆形颗粒之间有法向力、

切向力；圆盘、椭圆盘与左右边界仅有法向力，与

上下边界有法向力和切向力作用。

在生成最初颗粒时，为了使颗粒在最初排列时

规律较为明确，对椭圆盘的尺寸进行规定，使其恰

能占据两个圆盘所占的空间，如图 1 所示。

首先确定椭圆方程：设为 a
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圆的方程为 (x+r)2+(y-2r)2=r2，容易得到 a=2r，下面

求解 b。如图 2 所示，左侧圆圆心与切点连线和 y
轴成角 β，运用几何关系可得切点坐标可以表示为
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联立式 (1)、(2)解得 β=13.12 °，代入 (2)得 b=1.112r。

所以椭圆方程为
a
x
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y
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+ = ，其中 a=2r，b=1.112r。

2 接触力计算

法向接触力计算模型采用粘弹性并联模型，法

向接触和切向接触力计算类似，在此仅着重介绍法

向力的计算。法向力由两部分组成，一部分是由于

颗粒重叠产生的法向应力 FK(N/m)，另一方面是由

于速度阻尼产生的法向应力 FC(N/m)。有：

                           FN = FK+FC                                (3)
对于二维模型法向力，可以采用 Hertz 接触理

论中两圆柱平行接触的模型计算公式进行计算。将

椭圆形颗粒在点 J1 处的接触等效为与椭圆盘等面积

等曲率的圆，如图 3 所示，则法向应力 FK 为
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其中：R1、R2 分别表示圆盘的半径和椭圆盘的等效

半径；b 表示椭圆与圆交点的连线长度的一半；u1、

E1 表示圆的泊松比、弹性模量，u2、E2 表示椭圆的

泊松比、弹性模量。

在计算圆盘和椭圆盘的重叠量时，等效为计算

虚线椭圆盘和虚线圆盘之间的距离，如图 4 所示，关

键是求得交点 J1、J2 的坐标。虚线椭圆盘与实线椭圆

盘同圆心，则可设为
( )ak
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路同模型椭圆方程的求解类似，设出交点 J2 的坐标，

利用交点满足椭圆方程和圆的方程，以及交点处的

椭圆与圆的切线斜率相等，三个方程联立即可求得

交点坐标。同理可求得交点 J1 的坐标。进而求得重

图 1 初始颗粒排列形式

Fig.1 Initial particle arrangement
图 2 椭圆盘颗粒和圆盘颗粒位置图

Fig.2 Elliptical disc particle and disk location map
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叠量 δ，利用 b 与 δ 的几何关系，可求得 b 的值，

进而求出椭圆盘与圆盘由于颗粒重叠产生的法向应

力 FK。

      δ = R1 R b1
2 2- - + R R b2 2

2 2- -             (5)

若设圆盘和椭圆盘的质量分别为 M1、M2，法

向阻尼系数 CN = 2ZN ( )K M M1 2+ 。其中，ZN =－

( )

( )

n eps
n eps
1

1
2 2
r +
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恢复系数。DOTN 表示圆盘和椭圆盘的盘心速度

V1、V2 的法向速度差 V2n－V1n。则
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以上求解法向力是以椭圆盘和圆盘为研究对象，

关于椭圆盘和椭圆盘、圆盘与圆盘、圆盘或椭圆盘

与边界的法向力计算与之基本一致，且是对它的一

种简化，因为圆盘可看作长轴和短轴相等的椭圆盘，

与四周边界的接触法向力，可以将边界看作弹性模

量无限大、粒径无限大的圆盘。

3 土的动力本构模型

将动三轴绕轴心的垂直切面模型化为长为 L、
高为 h 的矩形模型，如图 5 所示，L、h 均为颗粒直

径的整数倍。矩形模型两侧施加一定围压 p，下边

界固定，上边界施加动位移 s(t)=s0 · (1+sin wt)。
颗粒沿着高度方向呈现不均匀分布，每个颗粒

的受力也各有不同，可以采用颗粒体的轴向应力应

变曲线来分析颗粒体受力之后颗粒之间相互作用的

机理。轴向应变易求得，为 s(t)/h。由于上下边界所

受切向应力相等，法向应力之间相差的颗粒重力影

响也可以根据颗粒的密度、数目、粒径等计算得出，

因此在进行应力求解时只需要计算下边界所受的力

与 L 的比值。

求出动应力和动应变后，由于动三轴试验利用

土样的 45°斜截面的应力变化代表土层水平面在地

震时的应力状态，这时按照完全均匀土层根据应力

莫尔圆、应变莫尔圆求得 45°土体的动应力、动应变。

这时求得的动应力 - 动应变曲线即是所要求解的骨

干曲线。

关于下底板受到的应力，假定总时间步长是确

定的，设为T，时间步数为N，则每个时间步长为T/N。
为了防止颗粒在受到法向力重叠时重叠量过大，以

及保证两颗粒在达到一定重叠量时 (重叠量最大时，

两颗粒由于重叠受到的反向力最大 )，颗粒速度为零，

加速度最大，使得两颗粒弹开。T/N 的取值是有要

求的，并且是可以求解的。时间步长是指在进行离

散元模拟时对离散单元体进行两次迭代计算所间隔

的时间，即每相邻两个时间步的时间间隔。离散元

法通常采用瑞利 (Rayleigh) 时间的百分比来标定所

使用时间步长的具体大小。瑞利 (Rayleigh) 时间是

瑞利剪切波在离散单元体表面传播的时间，当一次

模拟用到不同大小的单元体时，取最小直径的离散

图 3 圆盘和椭圆盘接触示意图

Fig.3 Contact diagram of disc and oval plate

图 4 圆盘和椭圆盘重叠示意图

Fig.4 Overlap diagram of disk and elliptical disk

图 5 动三轴试验的垂直切面示意图

Fig.5 Vertical section of the triaxial test
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单元体作为计算依据。瑞利 (Rayleigh) 时间的具体

计算公式如：

    
N
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0.163 0.876 6u
R
+
r

2
(1 )
E
u

$
+t            (7)

其中 ρ 表示圆盘颗粒的面密度，椭圆盘和圆盘面密

度相同；R 为圆盘颗粒的半径。

位移施加的频率为 w，周期，T’= 2π/w 在预先

设 T 时，应使得 T 是 T’的 n 倍 ( 其中 n 为整数 )。
则每个时间步长为 2nπ/Nw，显然第 i 个时间步对应

的时间 t (i) = 2
N
n
w i
r 。根据时间步长，可以确定到

达第 i 个时间步所需要的时间，这时颗粒具有确定

的边界条件，即上下边界的位移边界条件，上边界

的速度、加速度边界条件，其中 v = s' = s0wcoswt，

a = s'' = v' =-s0w2sinwt，以及左右边界的围压边界条件。

通过对每个颗粒循环计算，可求得与下边界接触圆

盘或者椭圆盘的重叠量 δi、bi 和法向速度差，进而

根据式 (3)、(4)、(6) 可以求得每个颗粒在法向所受

到的颗粒的合力。将所有与底板接触的颗粒在与底

板垂直方向的投影进行求和，即可得到底板所受到

的合力 FN 总，据此可以得到在第 i 时间步的底部应

力
L
F

i
N=v 总 ，这时的颗粒整体应变

εi
( )
L
s t

= =
(1 sin )
L

s wt0 +
= 1 sinL
s0 +d 2N

n irb ln   
(8)

其中 σi 和 εi 都是时间步数 i 的函数。

对时间步 i 进行循环计算，可求得，经历时间

T后，整体颗粒的应力和应变。当上部边界向下压时，

颗粒发生重叠，每个颗粒都由于重叠受到不同方向

的反向力。当上部边界向上运动时，随着顶部颗粒

的重叠量的释放，受到的上部边界的力减小，与之

对应的加速度也随之减小。所有颗粒都会发生不同

程度的重叠量的释放，和重新建立的重叠量平衡，

这个过程相当于土工实验中的卸载，所有颗粒会随

着上部边界的上移而不同程度的上移，颗粒上移的

力正是由于颗粒重叠产生的反力。

骨干曲线是指受同一固结压力的土，在不同动

应力作用下每一周应力应变关系曲线滞回圈顶点的

连线。通过变化的取值，可得到不同峰值位移情况

下的 σd－εd 曲线，由 σd－εd 曲线的滞回圈顶点相连

便可以得到“骨干曲线”。而土体固结是指在荷载

作用下，土体内部含水缓慢地渗出，体积逐渐减小，

在土体自重作用下沉降趋于稳定的一种现象。本模

型通过合力选取颗粒之间的接触关系，来近似模拟

有水情况时的颗粒之间的作用，并在围压作用下使

得颗粒体体积发生压缩。通过对“骨干曲线”的非

线性模拟，就可以近似得到在本情况下的土的动力

本构模型。

4 结论

通过构造二维离散元模型，分析了土体在动荷

载作用下的运动情况，并对时间步进行了分析，提

出了二维离散元模拟的一种基本思路。利用 Hertz
接触理论，对颗粒之间的接触关系进行了分析，并

通过和动三轴实验的对比，得到 σd－εd 表示的“骨

干曲线”。
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( 上接第 38 页 ) 计算结果验证了一期加固工程的失

稳现象出现的原因。通过采用水泥搅拌桩加固方案，

在不同置换率情况下，合理地改变加固范围可以使

边坡安全稳定系数达到规范标准。
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