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计算均匀化理论可以有效处理具有复杂结构的

复合材料力学性能分析问题。本文在计算均匀化理

论的基础上，建立了具有周期性边界条件的包含粒

子的二维复合材料，得到了复合材料的力学特性和

基本力学参数，讨论了颗粒含量对复合材料尺寸效

应和弹性参数的影响。

1 计算均匀化的数值实现

1.1 周期性边界条件

对于具有规则周期性的非均匀材料，假设表示

这些介质的物理参数的函数 ( 几何或其他特性 ) 具
有以下性质：

                   F x NY+] g F x= ] g                          (1)
式中，x=(x1，x2，x3) 是一个任意点的位置向量，N
是一个 3×3 对角矩阵 diang[n1，n2，n3]；Y=(Y1，

Y2，Y3)T 是一个决定微结构周期的常向量。为了有

效地设置周期边界条件，通常需要基本单元模型来

确保单元模型与网格节点一一并行。换句话说，基

本单元格需要进行周期性网格划分。对于基元周期

细观结构的材料，周期位移场的一般表达式为：

                       u x ui ik k i= +f
)r                              (2)

式中， ikfr 为表征体的平均应变， ui)是周期性位移

修正。

显然，上面的方程满足变形和协调的条件。然而，

由于 ui)一般未知且取决于全局荷载，很难直接将周

期性位移场直接应用到基于周期基本单元模型的有

限元分析中。在复合结构分析中，单细胞模型的边

界曲面多为平行或成对的。在一对边界面上，周期

位移场可表示为：
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j
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考虑到 ui)是恒定的相反的平行表面周期性的基

础细胞，式 (3)- 式 (4)，可以得到：

     u ui
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i
j

ik= f-+ - r x xk
j

k
j-+ -^ h xkjik= f Dr            (5)

xkjD 在基本单元上是每一组平行的相对表面的

常数。一旦 ikfr 给定，式 (5) 右侧的位移差将变为一

个常数，即：

, ,u x y zi
j -+ ^ h , ,u x y zi

j =- ^ h xkkikf Dr , 1, 2, 3i j =^ h (6)

此外，Xia[2] 等人严格证明，如果采用式 (4) 中
的周期位移边界条件，相邻基元的边界可以满足应

力的连续性条件。基于式 (6)，将周期边界问题转化

为多点约束 (MPC) 方程，用于有限元分析。

1.2 施加周期性边界条件

本文基于周期边界条件的基本理论，结合常用

有限元分析程序，描述了复合材料周期边界条件的

应用策略。对于图 1 所示的简化模型，设置周期边

界的整个过程如下：

(1) 根据模型建立一组边界节点。对于二维模型

( 假设为边长为 L 的正方形 )，只需要构建 4 个节点

集 ( 分别为上边界、下边界、左边界和右边界 ) 和 4
个顶点。为了便于应用周期边界，需要假设一个虚

拟节点，并假设节点数为 111111。
(2) 基于周期边界条件的确定约束条件。假设应

用周期性边界条件 (εx，εy，γxy)，以节点 1 为一个参

考点，约束方程可以写成：

面约束：

         uRight - uLeft = Lεx；vRight - vLeft = 0                 (7)

       uUp - uDowm = Lγxy；vUp - vDowm = Lεy              (8)
角点约束：

                u2 - u1 = Lεx；v2 - v1 = 0                       (9)

              u3 - u1 = Lγxy；v3 - v1 = Lεy                   (10)

         u4 - u1 = L(γxy + εx)；v4 - v1 = Lεy               (11)
(3) 基于约束的方法建立多点约束方程。对于多

点问题，Abaqus可以通过关键字“Equation”来求解，

基本单元应变由虚拟节点的位移来执行。约束可以

通过循环所有需要施加约束的节点来建立。

图 1 简化模型及其周期性边界

Fig.1 The simplified model and its periodic boundary

2 含颗粒的复合材料建模及参数研究

2.1 模型建立

复合材料的结构通常是周期性的，可以将其看

作是一个基本单元的平移变换 [3]。假设给出粒子体
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积分数和粒子数量 n，模型生成过程如下：

(1) 假设域生成模型是一个平方域 ( 侧边长为

L)，粒子半径 r 可表示为：

                         r n
L f2

=
r

                              (12)

(2) 在边长 L+r 的正方形域中随机生成颗粒中

心，判断粒子是否与已有粒子接触。如果存在接触

撤销该颗粒中心，并随机产生新的中心。

(3) 当一个颗粒中心生成后，需要判断颗粒是否

完全在域内。如果完全在内部，颗粒就会生成。否则，

返回第 (2) 步。

(4) 重复此过程，直到颗粒数量满足要求。

2.2 计算弹性模量

为了确定含有颗粒的复合材料的弹性模量，假

设复合材料是各向异性的。基于复合材料力学，应

力和应变可以表示为：
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式中，V12=V21E1/E2。

由上式的倒数可以得到应力与应变的关系：
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式中， /C E11 1
2= E E v1 2 12

2-^ h， /C E E V12 1 2 12= E1 -^
E v2 12

2 g， /C E E22 1 2= E E V1 2 12
2-^ h，C G32 12= 。

表征体的平均应变为周期边界施加的应变，可

以通过对每个基元的应力进行平均得到：

                   1
Vij

=/ #
v

dij Vv                           (15)

在周期应变作用下，可用基元的平均应力计算

柔度矩阵，第一列的柔度矩阵可以表示为：
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柔度矩阵的其他列可以通过向另一个方向施加

基元应变得到。根据柔度矩阵的组成，可以得到含

有夹杂颗粒的复合材料的弹性模量：
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结合 1.2 节含粒子复合材料基元周期边界分析结

果及相关计算公式，使用基于 Abaqus 的 Python 脚

本语言编写了一系列关于建模计算及后处理的程序。

2.3 参数讨论

2.3.1 颗粒分布对材料参数的影响

(a) 随机均匀分布                     (b) 带指向的分布

图 2 具有不同颗粒分布形态的复合模型

Fig.2 Composite model with different kinds of inclusion 
particles distribution

表 1 不同分布下复合材料的弹性参数

Tab.1 Elastic parameters of composite material in
different distribution

颗粒分布特性对材料性能有一定的影响。为了

研究颗粒分布对复合材料性能的影响，调整随机生

成的模型如图 2(a)，使某些颗粒沿一定方向排列，

如图 2(b) 所示。采用上述弹性参数计算方法进行周

期分析和参数分析，计算结果如表 1 所示。根据表

1 所示的不同分布的复合材料弹性参数，当夹杂颗

粒随机分布时，不同方向的弹性模量差异较小。因

此，在简化分析中，复合材料可视为各向同性材料。

另一方面，当包裹体颗粒按一定规律分布时，复合

材料在不同方向上的弹性模量差异更明显，复合材

料呈现各向异性 [4-6]。

分布形式 E1/MPa E2/MPa V12 G12/MPa

随机分布 100.93 100.84 0.28 39.48
倾向分布 100.74 102.57 0.27 39.12

2.3.2 复合材料的尺寸效应

合理确定复合材料的力学参数一直是复合材料

分析的重要组成部分。与均质材料不同，复合材料

具有明显的尺寸效应，尺寸效应是影响复合材料性

能的主要因素。为了研究尺寸效应的影响，生成了

不同尺寸的复合材料模型 ( 粒径 0.1 m，颗粒含量

30%)，如图 3 所示。
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2.3.3 颗粒含量的影响

复合材料中夹杂颗粒的含量是影响复合材料力

学性能的重要因素。基于复合材料生成算法，在表

征单元体尺度 (1.5 m) 中生成了一系列不同颗粒含量

的复合材料，如图 5 所示。

根据不同颗粒含量的复合材料模型，计算了复

合材料的弹性参数，如图 6 所示。从图中可以看出，

材料弹性模量随颗粒含量的增加呈线性增加，泊松

比呈线性下降。

由图 4 可以看出，当复合模型较小时，计算得

到的弹性模量 E1 是离散的；随着尺寸的增大，弹性

模量样本均值的波动最终逐渐趋于稳定，各组的方

差逐渐减小。通过均值方差检验可推定复合材料的

表征单元体尺寸为 1.5 m。

图 4 含颗粒复合材料的尺寸效应

Fig.4 Size effect of composite material with inclusion particles

(a)10%                                     (b)20%                                     (c)30%                                     (d)40%
图 5 不同颗粒含量下的复合材料模型

Fig.5 Composite material models with different particle content

图 6 复合材料力学参数与颗粒含量的关系

Fig.6 Relationship between elastic modulus (and Poisson’s 
ratio) of composite material and inclusion particle content

(a)0.5 m                                     (b)1 m                                     (c)1.5 m                                     (d)2 m
图 3 不同尺寸下的含颗粒复合材料

Fig.3 Different size models of composite material with inclusion particles

3 结论

1) 颗粒的分布特性对复合材料的力学性能有一

定的影响。当颗粒随机分布时，复合材料可视为横

观各向同性材料；当颗粒以一定方向分布时，复合

材料可视为各向异性材料。

2) 复合材料具有明显的尺寸效应，随着尺寸的

增大，材料性能逐渐稳定。
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3) 随着颗粒含量的增加，材料的弹性模量线性

增大，泊松比线性减小。
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( 上接第 4 页 ) 细颗粒含量的增加而减小。

3) 随着细颗粒含量的增大，由于管涌后的土体

内部结构发生改变，土体峰值强度呈不规则变化。

在三轴剪切状态下管涌后土体体积先发生剪缩后再

发生剪胀，试样体积最大剪缩量随细颗粒含量的增

大而增大。
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