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摘要：QR法是一种新的数值分析方法，利用QR法基本原理构造了结构分析的位移函数；并选

择了合适的材料本构模型，将QR法引入钢筋混凝土结构的非线性分析中，编制了QR法计算程

序。算例分析表明，QR法计算精度满足工程要求。是一种经济可靠的实用分析方法。
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QR method for material nonlinear analysis of reinforced concrete
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Abstract：OR method i8 a new numerical method．‰structural displacement function i8 deduced by
ccording to the principles of QR method．And the proper material constitutive model is selected．QR method

is intwdueed to the nonlinear analysis of reinforced concrete．1nhe analysis program is designed by QR meth-

od．Some examples show that QR method is an economic and reliable analysis method．
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有限元法和边界元法是目前广泛应用的数值

分析方法，有限元法在处理一些大型复杂结构的非

线性问题时，未知量的数目太多，计算效率不高；边

界元法在处理复杂非线性问题、多介质问题及模拟

施工过程方面有所缺陷，从而限制了它在工程数值

分析中的应用。为此国内外学者提出了很多简化

实用的分析方法，如无网格法、QR法。本文在前人

研究的基础上，把QR法引入钢筋混凝土结构的材

料非线性分析中，利用样条函数和正交多项式来构

造位移模式，并依此编制了计算程序。

1结构分析的QR法

1．1构造位移函数

如图1所示，如果对结构沿x方向进行样条离

散，则结构位移函数可采用式(1)来构造。

y

QR法‘-1是将B样条函数与正交函数结合起
。

来，建立整个结构子域的位移函数，它是以变分原

理和最小势能原理推出的一种新计算格式。
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图1样条离散

Fig．1 Spl ine partitions
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u=∑．[9]{珏}。以(y)

"=狲9]⋯。k()，)

0=∑．[9]{0}。@。(，，)

式中[咖]=[九咖，乒：⋯“]，其中^(石)为满足拟

和变形而构造的样条基函数，以、k、@。为满足

边界条件的正交函数或正交多项式。

式(1)中的3项位移在不同的结构分析中可

做相应的扩充或删减，本文用式(2)和式(3)来构

造位移函数。
m

矗()，)=∑(一1)”1×
^=I

而m砜rt普等I k／7,可1(上H)“( 一 )!(n+ )! e 一 )!＼ J

L=ym=@。

(2)

屯(石)=粤妒，(云一i)一号P，(云一i+丢)一

詈P，(詈一f一吉)+丢P，(云一i+1)+

吉P，(詈一，一1) i=o’l’⋯N (3)

由式(1)可得

V=[J7＼r]{V} (4)

式(4)中

y=[u y 口] 1
{y}．【⋯J{V}j⋯⋯二】7} (5)

[』v]=【[Ⅳ]。 [Ⅳ]， ⋯ [Ⅳ]．Ⅳ1 J

式(5)中

l y}产【嵋 蚝⋯ 嵋】7

[儿=【ⅣI。心⋯M】

‰=【Ⅱh "蛔0h】7

％=纯(石)地(L(Y)，ym(Y)，@。(Y))
1．2建立f y}。与l y}的转化关系

结构单元结点位移向量{y}．与整个结构划

分的样条结点位移向量{V}的转化关系为

{V}。=[r][J『＼r]。{V} (6)

式中{V}。一单元结点位移向量；{矿}一样条结点

位移向量；[Ⅳ]。=【[JIv]j[Ⅳ诊··[Ⅳ]二】7一单元形
函数矩阵；m一单元的结点数；[r]一单元坐标转

换矩阵，随单元结点数增加而扩张。

1．3建立结构样条离散化总势能泛函

如果把结构分为肘个计算单元．则每一个单

元的总势能泛函可表示为
●

‘

皿=告{y}，[后]。f V}。一l y}，({爿。+{．尸}。)

(7)

式中{y}。一单元位移列阵；[k]。一单元刚度矩阵；

{一。一单元荷载列阵；{尸}。一塑性变形引起的单

元附加荷载列阵，各列阵的确定和有限元法相同。

将式(6)代入上式可得

皿=·：}{y}7[G]。{y}一{y}7{，}。 (8)

式中[G]。=[Ⅳ]，[T]7[JI]。[r][J7v]。；

[F]。=[Jv]，[2’]7({厂}。+{尸}。)

则结构总的势能泛函为

Ⅱ=去{y}7[c]{y}一{V}7{F} (9)

利用变分原理可得结构方程

[G]{V}={F} (10)
Ⅳ ¨

其中[G]=∑[G]。，{F}=∑[F]。
02 J 02I

2材料本构关系及单元处理

2．1材料本构关系

假定在线弹性阶段，混凝土为各向同性体；在

非线性阶段，为正交各向异性体，在各级荷载增量

内应力应变为线弹性关系。混凝土材料：采用

Darwin—Pecknold增量模型‘2f，Kupfer屈服准则‘引，

强化条件按等向强化理论考虑；本构模型：受压状

态(包括双向受压及拉压应力状态的受压)采用

Hongnestad模型_】，对于受拉应力状态(包括双向

受拉及拉压应力状态的受拉)，开裂前混凝土看作

线弹性材料，采用Kupfer屈服准则判断开裂情况；

钢筋采用理想弹塑性模型，在混凝土中用分布模

式来模拟，忽略其横向抗剪能力，则钢筋混凝土组

合单元物理矩阵为

[D]=[D。]+二“色] (11)

式中R—某组钢筋的含筋率；凡一钢筋组数；

[E]一经过坐标转化后的等效分布钢筋的物理矩

阵；[D。]一混凝土应力应变矩阵。

2．2过渡单元处理

在每级加载中，加载前为弹性，加载后为塑性

的单元，称为过渡单元。这种单元用加权平均弹

塑性矩阵来计算。
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[面]甲=m[D]。+(1一m)[D]甲 (12)

式中[D]。一单元弹性状态物理矩阵；[D]币一单元

塑性状态物理矩阵；m一比例因子具体计算见文

献[5]。

2．3单元不平衡应力QR法处理

采用片状裂缝模型来模拟混凝土开裂，如果

单向开裂，由于裂缝表面的骨料咬合、磨檫作用，

开裂面尚可承受部分剪力，但需考虑残留抗剪系

数卢；混凝土单元开裂、破坏后，采用文献[6]的方

法进行应力调整。设开裂、破坏后的单元经过调

整后的不平衡应力为{口}。，在计算中需要转化为

为单元的不平衡结点荷载[F]‘，QR法计算中可经

过如下转化后叠加到下一荷载增量中。

盼=删I[B]⋯TlaI=盼由T (13)
【[，]‘=[JⅣ]，[]7啪。

”“

式中[Ⅳ]．=【[Ⅳ]j[Ⅳ]卜·[J7v]二】7一单元形函数

矩阵；[r]一单元坐标转换矩阵。

3算例分析

如图2为一片钢筋混凝土墙，厚0．3m，混凝土

弹性模量Eo=3．0×lO'MPa；设峰值应力对应割线

模量E=Eo／4；?A松比0．2；抗压强度工=20MPa；

单轴抗拉强度．f=2．0MPa；钢筋设为理想弹塑性

材料，弹性模量E=2．1×105MPa；泊松比0．3；屈

服强度工=360MPa；配筋率为P，=P7=0．5％；顶

点作用水平方向集中荷载P=1．0X 106N，分10个

等级加载，分析其非线性特性。

图2墙体结构

Fig．2 WalI structure

图3结构单元划分

Fig．3 Element mesh of the

基于以上分析原理，用C编制了钢筋混凝土非

线性分析QR法程序。荷载加载模式为逐级加载。

采用增量初应力法迭代格式求解。单元划分如图3

所示，取墙体左侧顶点水平位移作为比较对象，其

荷载一位移关系曲线的三种解如图4所示。
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图4荷载一位移关系曲线

Fig．4 The curve of load—displacement

从图4可以发现在前四级加栽过程中非线性

解和线性解基本重合，第四级荷载出现过渡单元，

到第五级荷载结构线性解和非线性解出现明显的

差异，本文方法和ANSYS的计算结果也出现差异，

但总体变化趋势基本一样。

4结论

1)本文将QR法引入钢筋混凝土结构非线性

分析中，通过和ANSYS的结果进行对比分析，证明

了QR法的正确性。

2)由于QR法和有限元法分析的原理不同，在

非线性阶段有些许偏离。但总体变化趋势一致，

差异不大。基于本文理论编制的程序在数据处理

及运算时间等方面比有限元法有一定的优势。
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