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考虑弯曲刚度的斜拉索固有振动特性分析
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摘要：考虑拉索垂度、弯曲刚度及几何非线性的影响，建立了斜拉桥拉索固有振动的非线性振动

方程。用奇异摄动法(L—P)和谐波平衡法(傅立叶级数)对典型斜拉索进行了数值求解。结果

表明，拉索的固有频率与初始索力、索垂度、弯曲刚度、倾角有关，初始索力的影响最大。
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Abstract：The non—linear equations of motion，in which the static sag，bending rigidity∞well as the

geometric no—linearity is comidered．脚屯promoted．Several numedc examples of typical inclined cables

are prosecuted by using L—P method and harmonic probing method．，111e results demonstrate that the h—

quency is related to the“咖al force，the sag of cable，bending rigidity，inclined angle and the infhnce
of origi,1al force is the ob“ousest．

Key words：bending rigidity；inclined cable；vibration character

拉索是斜拉桥的主要受力构件，因它的轻、柔

和低阻尼等特点，在风、地震、车辆等荷载作用下，

各种振动问题很容易发生。随着斜拉桥跨度的不

断增大，拉索的振动问题越来越引起研究者的重

视。各种因素引起的拉索振动而导致设备破坏、

交通被迫中断的事例频频发生。1988年，比利时

Ben—Ahin桥和Wandre桥在风荷载作用下，其中9

根索发生了振幅llll以上的大幅振动⋯，荷兰的

Erasmus桥在开通不到两个月便由于索的大幅振

动和桥面的明显振动而被迫关闭幢J。因此，研究

斜拉索的非线性振动具有实际工程意义。通常对

斜拉索的振动研究一般多是作为线性问题来处

理，但由于斜拉索的振动是大幅振动，因此把斜拉

索的大幅振动按非线性问题来处理更符合实际情

况。常用的求解非线性振动的近似解析方法有基

本摄动法、奇异摄动法(L—P法)、谐波平衡法、平

均法和渐进法、多尺度法等[3】，本文在考虑斜拉索

静平衡时索曲线的基础上，利用L—P法把解和频

率全部展开，同时采用谐波平衡法求解斜拉索的

非线性固有振动，这样可以克服常规L—P法需要

解微分方程和依靠消除长期项建立补充方程的弊

病，同时又克服了常规L—P法不便于求高阶近似

解的缺陷。本文还通过实例讨论分析了索弯曲刚

度、拉力、倾角、振幅等因素对斜拉索非线性固有

振动特性的影响，并根据有限元计算验证了理论

的正确性。

1非线性动力方程

对于图l所示的斜拉索，设在静平衡状态下

索的张力为乃，可以得到斜拉索在静平衡时的静
力挠曲线微分方程
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虿d2yo+鲣Ts厢，。 t)一索的横振位移。
(1)

式中托(茗)二索静平衡时挠曲线；m一索的单位 2模型的建立与分析

长度质量。

0

图1斜拉索静力示意图

Fig．1 Static force sketch map of inclined cable

由图l可知累平衡时的边界条件为

石=0，Yo=0；石=Z，Yo=0 (2)

考虑到在静平衡时，索的垂度很小，(孕)：为
微量可以忽略不计，利用式(1)、式(2)可以求得索

平衡时的挠曲线为

yo(茗)=2m死g(k一石2) (抛物线解) (3)

若考虑斜拉索的弯曲刚度时，并考虑静力平

衡及小垂度，由振动理论可以得到斜拉索在静平

衡时发生振动的非线性固有振动微分方程为

日誊一疋掣一rs a2砒y。_+
m謦=0 (不考虑阻尼) (4)

式中Z一静张力；瓦一动张力。

由变形前和变形后索伸长量求出艿(t)

艿(c)=』：√l+(望』上』!尘』掣)2出一z
(5)

和索长相比，拉索的横向位移y(x，t)要小得

多，垒％掣要远小于1，另外对于一般索

(鱼笔竽)2《(垒掣)2可以忽略，根据二项式
定理展开，(5)式可近似为下面公式

m)*狮(掣)2+2掣×
掣]如 (6)

动张力乃=鲁』：【(害)2+2耱]dxOx ㈣

式中E，一索的弯曲刚度；EA。～拉伸刚度；y(菇，

2．1张紧弦

从斜拉索静力分析可知，若斜拉桥中的拉索

垂跨比较小时，例如长度较小的拉索，其中点垂度

很小，张力沿索长的变化亦很小，即由拉索垂度引

起的几何非线性效应不明显。因此可以先不考虑

拉索的垂度效应，将拉索模拟成张紧弦，建立一个

简单的力学模型来表征拉索固有振动特性。并且

满足下面几条基本假定：

1)不考虑拉索张力沿弦长方向的变化。

2)不考虑拉索的重力垂度影响。

3)不考虑拉索的抗弯刚度、抗剪刚度及抗扭

刚度。

4)索在振动过程中处于线弹性范围。

5)不考虑动张力死。

根据以上假定(4)式简化为

一乃誊+M a2a．。r_=0 (8)

考虑到拉索的固有振动特性，可设Y(茗，f)=

∑Ai(t)sin(i丌x／1)，其中，sin(i7rx／1)为拉索的第

i阶模态的阵型函数，A(t)为相应振幅的广义坐

标。所以(8)式变为

死％∑飘A(t)sin(打x／1)+m∑A。(c)
sin(urxll)=0 (9)

耐。(￡)+孔％i2A。(1)=0 f=1，2，3⋯

(10)

求解方程(10)，可以得到各阶圆频率

叫：：1i2 7广r2一Ts i：l，2一，3一⋯叫：=—i一 ‘=l，，⋯

tOi为拉索简化为张紧弦时的第i阶圆频率。

2．2不考虑弯曲刚度的非线性分析

基本假定：(1)不考虑拉索的抗弯刚度、抗剪

刚度及抗扭刚度。(2)索在振动过程中处于线弹性

范围。

采用傅立叶级数法研究求解了斜拉索的非线

性固有振动，这样可以克服常规L—P法需要解微

分方程和依靠消除长期项建立补充方程的弊病．

同时又克服了常规L—P法不便于求高阶近似解

的缺陷(同时也可以采用多尺度法求解)。
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考愿斜拉察的重力垂度及张力在索内分邵小

均匀时，(4)式方程变为

一死呜掣一乃骞+m出Ot2-0(1I)
考虑到拉索的固有振动，可设y(名，t)=

Y(膏)·A(t)，利用伽辽金原理可以得到

雾+砌+以2+肛3=o (12)

叫02一EA；o EJf。'(“dJ·誓·虿d2Yo·y+乃·l，·
了d2Ty，戤J八IpIm．y2出)
吐Z d 0

口“一E州Ao．r。'(似dY)2·虿d2Yo·地+《害·
警·矿d2 y·地)]，(卜·y2出)
’J9-[-鲁f窘小(g舳]，
rI

(mI y2出)
J 0

为了避免L—P法求解出现的长期项和不宜

进行高次求解的弊端，下面采用傅立叶级数法研

究斜拉索非线性固有振动方程式(11)的解。

设r=tot，A=￡垆，I P I<∞，0<￡<1利用

式(12)可把式(11)转化为

∞2爱+cc，j妒+￡口矿+￡2脚3=o (13)

设式(13)对应的初始条件为妒(O)=c，

业一O
根据奇异摄动法(L—P)的基本思想，把方程

的解和振动频率均展开为￡的幂级数。

令f”铷¨仇¨：仇¨：铷r一(14)
利用式(14)可把初始条件化为

州o)：c，掣：o
“叽举：。⋯五3⋯。5’
把式(14)代入式(13)，合并￡的同阶幂项得到

如下方程组

叫：专笋+cc，：伽：。 (￡的。次幂项)(16)

叫：可d2 qo,+∞20驴。；一2叫。叫。可d2 goo一口届
(￡的1次幂项)(17)

叫。2 d舻2J__AⅧ2P：=-2mo CO。≯--2600092+

叫2，)丐笋一2口9。妒。一励： (￡的2次幂项)(18)

山02 d盯2j_2+埘：93：一2 c￡，。cu。可d2 q’2一(2cu。甜2+

∞2．)d盯2j__2—3脯”(2⋯，+2coIt02)争一
(2口铷妒。+口衍) (e的3次幂项)(19)

把式(13)的各阶摄动项都表示为系数待定的

傅立叶级数，且满足初始条件式(15)即

垆(f)=铷(r)+￡Pl(r)+E2垆2(r)+￡3妒3(r)+

⋯=cc硝(r)+￡[cI+6Icos(r)+∑allcos(ir)]+

E2[c2+62c∞(r)+∑％c∞(打)]
i=2

63cos(r)+∑口acos(打)]+⋯

q+岛c惦(r)+∑～：o，J=l，2，3⋯(21)
i=2

把式(20)中的9。(r)，9。(r)的级数表达式代

人式(17)式中可得

[cl+荟(1一f2)口fIcos(ir)]=百2601 cc∞r一

是一名cos(2r) (22)
二cUO 二叫0

利用(22)式并结合(21)式可以得到

c。=一蕊C2，叫，=O)a21=蕊C2，6。：鑫
(23)

所以9。(r)的表达式为

洲r)一鑫+鑫cosr+硫C2 cos(2r)(24)
将tPo(r)，妒。(f)，P。(r)代入(18)式中可得

[c：+善(1一f2)啦。s(打)]=一嚣+

c等+鲁一鬻m如，一鲁cos㈣)一
(盏+塞)cos(3r) (25)

利用(25)式并结合(21)式可得

c3口2 3c2口 5c2口2 C3口2

q一面删2 2蒜一面徊萨一94’
一4丛80。g+毫，b一2=麓+鑫(26)口站2一+蒜’2硫+蒜心"
所以p：(r)的表达式为

以r)-一鬈+‘丽29c3a2+空32。oo)cos(r)+
嚣c础r)+‘瓦C3_c／2+迎320。o)cos(3r) (27)
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将9。(r)，9，(f)，钆(r)，9，(r)代人(19)式可得

h+妻(1-i2 ai3cos∽)]．(背一
簧⋯等+寄一等ms㈤+
(掣t00一謦t00)cos㈣)．(磐OC00+等)cosm)一j -r‘u0

、5144c4∞t23i+淄)cos(4r) (27)

利用(27)式及(21)式可得

21 c‘印25c4口3 c3口口5c3口．
c3 2瓦于一丽孑州，2蒜一一180J05川刁
2c‘口3 c4胡 C4U3 c‘印 C4口3

2可一菰哟2砥+菰一43。4—32co：
+瑟'63=篆一鬻 (勰)+瓣加，2面一丽蔷 m7

所以9，(r)的表达式为

“儿辔一等+c落一
幽96,o：)cos(r)+(寄一舞)cos(2r)+(器
+舞)cos(3r)+(茹+器)c0“r)(29)
综合(23)式一(29)式可以得到(1 1)式的三级近似

解。令A=ec(为位移振幅)。

∞一+△2(兰一鑫⋯3(40,--篙一堡180。o)
(30)

A(r)=e如)=△cos(r)+△2口[一去+

瑶I c。sr+蕊I cos(2r)]+△3[一蕊2+(、12449a叫2：+

鑫)cos(r)+彘2 cos(2r)+(鑫+
去)cos(3r)]“[拦一磊q13129扩as
裂cos㈩+c磊一墨舢北扎c丢+
鑫)c。sm)+‘瓣t／3+蒜)cos(4r)](3I)
'A老虚查FHl刚府的韭烤幛锛析

基本假定：(I)考虑拉索的抗弯刚度、不考虑

抗剪刚度及抗扭刚度。(2)索在振动过程中处于线

弹性范围。

考虑斜拉索弯曲刚度时，振动微分方程就为

(4)式。

E／∥Oxz4一r避掣一乃骞+m争=o
此时对于式(11)掣+叫：A+aA2+肛3=o只是
系数发生变化。

蠢：[叫y努也一·EAfJoo f，(、出dY·d出yo·台-
y+死·y·id2丁y，戤J八Jr。l m·妒秘)

a“一百EAo。¨t忑dY)2．学·地+1t dY·

誓·虿d2 y·地)]／(卜·P挚)
p-[-鲁』：多·地·
f(g)2dx]／(mSi Y2dx)
非线性求解过程同不考虑弯曲刚度一致。

3实例分析

以南京长江二桥A20编号索为实例进行讨论

分析，该索的主要参数为：2=292．389m，h=

153．859m，L=330．4m，正=7 516．8kN，m=

82．123kg／m，Ao=1．0198e一2矗，E=1．9e11N／M，

各阶阵型函数可取

l，(菇)：sin(罕) (32)

把(32)式代人各参数中进行积分，并把求得

结果代人式(30)和式(31)中，可以得到各阶频率

和振幅解；利用ANSYS进行有限元分析，不考虑弯

曲刚度时，有限元计算采用LINKi0单元。考虑弯

曲刚度时采用Beam3单元．初始应力采用施加初

始应变的方法施加，其结果如下表。
表1不同倾角的一阶固有频率有限元解

Tab．1 Kllite element solution of first皿lhl蹦

f呐uelicy for different aneJe

倾角(。)0 30 60 90

I阶0．47024 0．46813 0．46382 0．4616l
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表2考虑静力垂度l阶固有频率公式解

Tab．2 Fonnular solution of first Batll／叫frequency cm-,sldertag static bend

表3考虑静力垂度2阶固有频率公式解

Tab．3 Fonnular solution of second natural frequency considering static bend

表4考虑弯曲刚度l阶固有频率公式解

’rab．4 Forrmdar$o蛔tion or first mmtllral frequency cor,幽ring benmng rigidity

4结论

1)随着斜拉索的拉力不断增大，固有频率随之

增大，原因是索力使斜拉索“刚化”。

2)考虑静力垂度及弯曲刚度与张紧弦理论l

阶频率误差达到5％以上，2阶频率误差达到

7．8％。因此大幅振动应采用非线性理论研究。

3)随着索力的增大，非线性计算值与张紧弦计

算值差距缩小，主要是索力的增大使斜拉索的非

线性相对减弱。

4)5t寸于长跨斜拉索，考虑静力垂度的非线性足

够满足精度要求，弯曲刚度几乎没有影响，这与文

献H1的部分结论一致。

5)通过不同倾角的有限元分析，倾角越大，

静力垂度影响越小，90。时结论与张紧弦结果比较

一致。
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