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摘要：在Hopf代数的Killing型非退化的情形下，讨论了有限维H叩f代数的伴随表示。通过给定

的基完全刻划了所有伴随单模的模作用，得到了Hopf代数上的正则单模与伴随单模之间的一
一对应。

关键词：Hopf4弋4史；伴随表示；Killing型

中图分类号：0153．3 文献标识码：A

The adjoint representations of Hopf algebras而m

non—-degenerate Killing form

’I'ANG Shuai．WANG Zhi-hua

(1．Department 0f Mathematics and Physics，仉lizI跏Teachers College，Taizhou 225300，C_,hlna；

2．DqⅪrtment d Mathematics，Taizhou College，NaIljing Normal University，Taizhou 225300，China)

Abstract：In this paper，restriction to the Hopf al咎出聪with non—degenerate Killing form and the adjoint
representations of finite dimensional Hopf algeb眦are discussed．Based on given bases，the adjoint actions

of Hopf algebras on all simple modules 8re explicitly described，and the one to one correspondence between

the耽咖modules and the adjoint modules of Hopf algebras are also investigated．
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一般地，Hopf代数的伴随表示与正则表示是
两个完全不同的表示，即使在半单条件下，这两种

表示仍存在很大的差别。在文献[1]中，作者在有

限维Hopf代数上引入Killing型的定义，讨论了

Killing型的一些性质，并指出对于Hopf代数日的

任一本原正交幂等元e，e∈H上，当且仅当础日=
0。因此当Hopf代数日的Killing型非退化时，Hopf

代数日的任一单模在同构意义下都出现在其伴随

表示分解式中。换言之，当日上=0时，Hopf代目
的正则表示的单模(正则单模)与伴随表示的单模

(伴随单模)有着一一对应，且对应单模同构。本

文的主要工作是以基的形式完全实现这种一一对

应，并且完全刻划了Hopf代数日上的所有伴随单
模的模作用。

本文中的日一律为特征0的代数闭域k上的

有限维Hopf代数。Hopf代数日的余乘法△(口)=

∑口，@a：，反极元为s，余单位为￡。日的对偶

Hopf代数记为日。，群样元的集合记为G(H)，目

的中心记为Z(日)，左积分空间记为”。有关

Hopf代数的基本知识可参阅文献[3，7，9]，代数及

Hopf代数的表示理论可参阅文献[4，5，6，8]。

1引理

设E为半单Hopf代数Ⅳ的全部中心本原幂

等元的集合，日作为代数有正则表示分解Ⅳ=

o肫，如果考虑日的伴随表示，则类似地有伴随

表示分解日=o畦日，但是E中存在某些元e，使

得adeH=0。因此，和正则表示不同，Hopf代数日

的半单性不足以刻划其伴随表示的所有单模。但

是adeH=0，当且仅当e∈H上，参阅文献[1]。因

此在日上=0的情形下，以。日≠0，V e∈E。此时

Hopf代数Ⅳ的伴随单模与正则单模之间有着一
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一对应。可以说I(iI崦型的非退化性实际上是伴
随表示的半单性的一种等价刻划，Hopf代数的半

单性与Killing型的非退化性之间的区别，实际上

是Hopf代数的正则表示与伴随表示之间的差异的

一种表现。

设一=O，O≠VC日为Hopf代数日的伴随
单模。则存在唯一的e∈E使得ad．V=V，我们把

满足此关系的I，记成亿并设diIIIK=ne。对于K

的特征标．得出以下结论：

引理1设H上=0，E为Hopf代数日的伴随单模，

K则的特征标z屹=(矗南，’)。
证明由于日上=0，因此d：日一日‘，口I一(0t，

·)为双射。而Z匕∈／-／’，故存在h∈H，使Z匕=

(h，·)。因为V口，b∈日，Z匕(ab)=j(匕(ba)，即

(h，ab)=(h，ba)，从而(ha，6)=(ah，6)。由6

的任意性及日上=0，有ha=ah，V a∈日．因此hE

Z(日)。同样由于Ⅳ上=0，V e∈E，(e，e)≠O，不

妨设^：苎≠!％，其中也∈后。
f∈E～e，e，

’

一方面z匕(e7)=／／一'e eep，≠=ee,，，另一方面z匕

(e7)=(^，P7)=慧‘砑kee，P7)=砖。
比较两式可得；(匕=(蠢％，。)。
推论1设矿=0，则C(It‘)=

{(南，‘)I eE EN Ann删ker以j。因此群G
(／／’)的阶(G(日’))=dimAnnz(H)kerad,。

证明设a∈G(日‘)，以口为特征标的单模是

一维的。由引理l，存在e∈E，使得口=‘再％，
·)。另外，V。∈kerad。，h∈日，注意到(Z(H)，

ker甜。)=0，因此

(南c，^)=(南，∽=
口(以)=口(c)a(^)=(南，c)(南，^)=o
即ec∈日上=0，从而e∈Annz《Ⅳ)kerad‘。

反之，我们证明若e∈E n Ann2(肿ker越，则

(志，·)∈G(日。)。事实上，v口，6∈H=Z(H)o
～e。e J

’

ker口盔，设口=口1+口2，b=bl+b2，其中口1，b1∈z

(日)，口2，b2∈ker越，并设ol=∑幻e7+k．e，bl=

逝e’+丘e，这里也，五∈后，V e∈Eo于是
c●C

(南，曲)=(南，口t b·+nt b：+n：b-+
口：b2)=(南，口，b1)=南(e，涮以+
．|}ze)=燕(e，e)=坛
(南，口)(南，b)=(南'口1)·
(南，b·)=(南，训南，胁坛。
因此，‘再与，曲)=(南，口)‘瓦暑，6)，即
(南，’)∈a(n。)。
2主要结果

设dimL=，l。．茗l，菇2，⋯，茗气为K的一组基，

I．

记碱毛=-∑唧(h)巧，h∈日，％∈日’，1≤i，．『s
，11 0

当h=1时，有口#(1)=龟，，(Kronecker符号)，

最II￡厝·(口孽)=艿i，Jo
～

由础≈=碱(嘲筏)，有口i(M)=荟口“(1}I)

口彳(z)，V^，z∈It，即△圩‘(口F)=蚤口ho口彳。于是
{口。l 1 s i，_『s心}张成的空间为日。的，l：维子余

代数(矩阵余代数)我们把该子余代数记为cy。

因为C；兰坂(k)，因此C，为单子余代数，并且

K为右C，一余模，余模结构映射为lD：K—Ko

～

c匕，≈Ij荟毪。口F。
因此日上=0时，日上的伴随作用下的单模与

H。上的单余模有着一一对应。更一般的模与余模

之间的关系可以参阅文献[2，9]。

定理l设H上=0，{K I e∈E}为Hoof代数日

的全部互不同构的伴随单模，则映射占：日一

日。，nI■(口，·)把日中的单代数映为H+中的单

子余代数。

证明由于H上=0，{K I e∈E}为Hopf代数日

的全部互不同构的伴随单模，于是{亿l e∈El为

日’的全部互不同构的单余模，从而{C，l e∈E}为

日。的全部单子余代数。由日。的半单性，日’=
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野匕。由于映射占：肛日’，al-q(a，。)为双射，
可设ai=(口i，·)，其中％∈H，1 s i，歹s心。因为

adu,,K=0，V e7≠e，因此对于E中的基元气有0

=毗，毛=盏啄(He7)％=聋(％，／-／e7)簟。于是
(％，He7)=0，即(％e7，日)=0，从而％e7=0，1 s

i，．『s n。，V e7∈E且e7≠e。因此略∈He。故在

映射艿-1：H。一日下，艿．1(C，)cHe。

另外H=d。1(日’)=鲫。1(c匕)∈鲈=
日，从而3-I(C匕)=He，因此艿把日中的单代数映

为日+中的单子余代数。

注(1)显然伴随单模K的特征标x匕=聋口“

=(i2=1口“，。)，而由引理l知z匕=(蠢％，‘)，因此
毛 ／1,。e鲁％2砑。
(2)因为毛=ad,xi=兰％(e)巧=荟(啄，e)
鼍，因此(％，e)=盈∥而％∈He，于是(啄，1)=

或，j，1≤i，_『s心。

由于{口F I 1≤i，_『≤n。}为C屹的一组基，因此

{％I 1≤i，-『s，l。}为He的一组基。下面我们借助

于Cy的余代数结构给出He在基{a#I 1 s i，．『s

他}下的乘法法则。

引理2设日上=0，{aF I 1 s i，_『≤n。}为由上所

述的He的一组基，则口嘞=碱。。％，这里．；【=

丁考笱，1si，，，P，g≤心。
证明由于△口-(口f)=葛口。o口i，此式作用于

‰o口。，有d#(％口m)=荟口-(％)口i(口m)。
即

(％，％‰)=冱(％，％)(a4，口。)。 (1)

由式(1)变形得(％％，口。)=川E(at，apq)％，

‰)，因此(口F％一葛(％，‰)％，口。)=0。

由于口。为He的任意基元，因此(aO．％一姿

(‰，％)％，胁)=o，又因为口F％一。荟(口西，％)％

EHe，因此(口F％一荟(‰，％)％，日)=o，即

～

口F％=聋(‰，％)口争。 (2)

将式(2)变换下标得

口。口F=苫(口。，口F)口。， (3)

～

另外式(1)变形亦有(am口i，‰)=(荟(‰，D。)
ai，口御)，同理可得

^．

n。a(／=互(％，口m)％。 (4)

Nll谳(3)、式(4)可得荟(％，am)吼2川E(a。，
aF)％。比较系数有

(a可，a。)=(口矗，％)， (5)

(ai，am)=0，s≠，l， (6)

(a。，ad)=0，s≠i。， (7)

式(6)、式(7)表明(口。，％)=以，A，；(a。，n。)，代

人式(2)得
～

口F％=s_∑1(ab％)％2岛，，(％，％)％。(8)

另外式(5)即(％arm，1)=(口一aF，1)，再结合式(8)有

(1，a面)(口。，口。)=岛，。(ad，1)(a耐，a蛔)，由注

(2)，此式即为

岛，。(a。，a。)=岛．。(口以，口h)。

特别地取J=m，有(a11『，％)=(％，aF)，l s f，．『，n

sn。，由该式可得

(a。，a。)=(a耐，a讯)=(a口，％)，l s m，n，i，

歹≤心。

因此，(口。，a。)为域k中定值，记之为A，于是式

(8)为

口F％=盈。1％， (9)

同时由式(9)有(蓦％)2=．：【蓦％，而由注(1)得A
一 坠
一(e，e)。

由上面的结果，我们得到单模E的伴随作用

如下：

定理2设矿=0，E为Hopf代数日的伴随
单模，茗l，茹2，⋯，菇。为K的一组基，{口#I 1s i，J≤

他}为由上所述的He的一组基，则(I应a Xi=岛．t

h口，lSf，P，qS，l。。

证明由引理2及注(2)，
～ ～

吨毛2聋％(％)誓2蓦(％％，1)骛2辞．t
从。，1Si，P，q5n。。
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定理3设H上=0，K为Hopf代数日的伴随单模，

{口F l 1 s i，J s ne}为由上所述的He的一组基，则

～

耽2舢{奢％11sis心)为日的正则单模且有
日一模同构E兰矾。

证明因为％聋啄=A岛。i聋％∈亿，l sp，q
s‰，因此睨为正则单模。令口：K一亿，毛I j
n．

聋％，1 s i s n，则盯为K到耽的双射。且

盯(以。毛)=盯(裤，。％)=碱．；姿％=％‘W
‘ ‘ 。

f=1’‘
’。

～

聋啄2叩(瓤)
因此，仃：亿一耽为日一模同构。
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