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摘要:针对现实生活中存在的多种不精确现象, 介绍了一种新的用于研究人类主观意识造成的

或者人类语言表达造成的不精确性的数学工具 � 不确定理论, 并描述了不确定理论在不确定统

计、不确定金融、不确定可靠性与风险、不确定规划、不确定控制等领域的最新研究进展。
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Abstract: Some informat ion and knowledge are usually represented by human language in the real world.

Uncertainty theory, a new branch of mathematics for studying uncertainty in human systems, is introduced

in this paper. The study advance of uncertainty theory on both theory section and practice sect ion including

uncertain statistics, uncertain f inance, and uncertain reliability, are also introduced.
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� � 在人类社会实践活动中, 存在着大量的无法

避免的各种各样的不精确现象。如何认识这些不

精确现象,如何发掘这些不精确现象背后的规律,

如何建立恰当的数学模型来刻画、研究这些不精

确现象,一直是科学研究工作者热衷追求的奋斗

目标。对于不精确现象, 大致分为了客观不精确

性和主观不精确性。对于客观不精确现象, 人们

利用概率论建立相关的数学模型来研究, 并取得

了非常丰富的研究成果,并广泛应用在随机系统、

随机控制、可靠性、金融保险、国民统计、统计决策

等领域。

然而不可否认, 每一个学科都有各自的应用

领域及局限范围, 概率论也一样不能够完全解释

人类社会实践活动中的所有不精确性问题。由于

人类主观意识造成的不精确性, 或者由于人类语

言表达的不精确性, 如�大约 100km�、�高速�、�大
小适中�等, 又应该如何去认识、刻画呢? 有的学

者主张利用主观概率建立数学模型研究
[1]
, 有的

学者主张利用 Dempster - Shafer 理论建立数学模

型
[ 2]
,美国控制论专家 Zadeh

[ 3- 5]
主张利用模糊集

理论进行研究, 清华大学刘宝碇教授也曾经为此

建立可信性理论
[ 6]
。然而, 大量调研发现, 这些理

论都存在各自的悖论。

1不精确性研究中的经典悖论

1. 1主观概率的悖论

Cohen
[ 7]
通过调研指出如果甲、乙两个人到某

同一目的地的可能性分别是 0. 3和 0. 4, 当甲、乙

两人是否到目的地相互独立时, 最后两人同时到

目的地的可能性要远远大于 0. 12。即此时不再满

足概率中独立事件的乘积概率公式。另外, 清华

大学刘宝碇教授
[ 8]
在 2010年给出了如下的例子。

有 10 个城市, 各城市之间距离相等, 均为
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96km。现在假设不知道城市之间距离, 请专家给

出城市之间距离的主观数据。经过调研, 专家给

出了城市之间距离为( 100 � 5) km。若把城市之间

距离理解为[ 95, 105]上均匀分布的随机变量,则

得到十个城市之间距离和的 99%的置信区间为

[ 97, 1 203]。这意味着真实的距离 960km以 99%

的可能性落在区间[ 97, 1 203]之外。若把该问题

应用于可靠性分析中, 不难想象可能会出现灾难

性的后果。

1. 2 Dempster- Shafer 理论的悖论

Dempster- Shafer 理论也被认为是信度函数理

论。该理论在概率的基础上, 对概率论的概念进

行了扩展。把概率论的事件扩展成命题, 把事件

的集合扩展成命题的集合等, 其实质上是主观概

率的贝叶斯理论的扩展。其中,基本概率分配、信

任函数及似然函数等是Dempster- Shafer 理论的基

本的概念。信度函数允许人们基于信度使用一个

问题的概率来推导一个相关问题的概率。这些信

度值可能有也可能没有概率的数学性质, 他们与

概率的差异大小将取决于这两个问题的相关性。

虽然 Dempster- Shafer 理论在实际中得到了一些

应用,但其自身的不足也是显而易见的, 特别是在组

合高冲突证据时合成的结果常常违背直觉。诸多学

者在这个问题上尝试努力改进,但是到目前为止,这

一问题终究没有得到很好的解决。其中具有代表性

的是由Kyburg指出的一个著名的悖论。

某地区发生凶杀案, 嫌疑人为 a, b, c。有 2

人向警方提供证据, 证据 1:证人 e 为住在被害人

屋子对面的老妇, 称事发时透过窗户看见嫌疑人

a 在凶杀现场。证据 2: 证人 f 为被害人的邻居,

称在事发时段看见嫌疑人 c 在凶杀现场。

假设我们得到如下基本概率指派

m1 ( { a} ) = 0. 99, m 1 ( { b } ) = 0. 01 ( 1)

m2 ( { b} ) = 0. 01, m2 ( { c} ) = 0. 99 ( 2)

则根据Dempster组合规则得到

m12 ( { a} ) = 0, m12 ( { b } ) = 1, m 12 ( { c} ) = 0。

这一结果表明嫌疑人 b 确定为杀人犯。然

而,实际情况是上述证据同时认为该嫌疑人为凶

手的可能性是很小的。显然, 这是一个悖论。

1. 3 模糊集的悖论

众所周知, 模糊集完全依赖于隶属度函数。

现在考虑�北京到天津大约 100km�。如果�大约

100km�理解为模糊概念, 则可以构造隶属度函数

�( x ) =
( x- 80)�20, 80�x �100
( 120- x )�20, 100�x �120。

上述隶属度函数表示了一个三角模糊变量( 80,

100, 120)。由此我们得到以下两个结论:

结论 1:北京到天津的距离�恰好为 100km�的

可能性是 1。

结论 2:北京到天津的距离�不是 100km�的可
能性是 1。

然而,根据常识知道, 北京到天津的距离恰好

为 100km的可能性是 0。另一方面, 北京到天津的

距离是 100km和不是 100km的可能性均为 1,这个

结论显然难以让人接受。此例说明了不精确量

�大约100km�并不适合利用可能性测度来描述, 也

说明了其不是模糊概念。

为了更好的研究人类系统的不精确现象, 清

华大学的刘宝碇教授
[ 8]
于 2007年建立了不确定理

论, 并于2010年重新定义了不确定理论,使得该理

论更加完善
[ 9- 10]

。

2不确定理论

不确定理论从测度论观点出发, 是具有规范

性、自对偶性、单调性、次可加性和乘积测度公理

的数学系统。不确定测度、不确定变量、不确定分

布是不确定理论中 3 个基本且重要的概念, 其中

不确定测度用来度量事件发生的可能性大小, 不

确定变量用来描述不确定现象, 不确定分布用来

刻画不确定变量的取值变化规律。

不确定理论是公理化数学的一个分支, 是研

究主观不确定性的数学工具, 目前该理论在理论

研究和应用研究方面均取得了较大的进展。

2. 1不确定测度和不确定变量

设 �是一个非空集合, 称为论域。L 是 � 上

的�- 代数, 每个 A � L 称为事件。M { A }是由 L

到[ 0, 1]的集合函数,其用来表征事件 A 发生的可

能性大小,刘宝碇教授给
[ 9]
出了如下的公理:

公理 1(规范性)M { �} = 1。

公理 2(单调性)对于任意的A 1 � A 2 � L ,有 M

{A 1} �M {A 2}。

公理 3(自对偶性)对于任意的 A � F, 有 M

{A } + M {A
c
} = 1。

公理 4(次可列可加性)设 A i � L , i = 1, 2, �,
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那么 M { �
�

i= 1
A i } � �

�

i= 1
M{A i }。

定义1若集合函数M 满足公理1~ 4,则称M 是

不确定测度,三元组( �, L,M )称为不确定空间。

公理 5设( �k , Mk , L k ) , k= 1, 2, �, n 是不确

定空间。令 M= M1 � M2 � �Mn ,则

M{ �
n

k= 1
Ak } = min

1�k� n
Mk {A k }。

即对每个乘积 �- 代数 L = L1 � L 2 � �� Ln 上的

事件A ,有

M{A } =

sup
A
1
� A

2
� �� A

n
� A

min
1� k�n

M k {A k } ,

sup
A
1
� A

2
� �� A

n
� A

min
1� k�n

M k {A k } > 0. 5

1- sup
A
1
� A

2
� �� A

n
� A c

min
1� k�n

M k {A k } ,

sup
A
1
� A

2
� �� A

n
� Ac

min
1�k� n

Mk {A k } > 0. 5

0. 5, � � � � � � 其他。

定义2由不确定空间( � , L ,M )到实数集的可

测函数 �称为不确定变量, 即对于任意 Borel集

B ,集合{�� B} = { �� � | �( �) � B }是一个事件。

注1:公理 3(自对偶性)保证了不确定理论满

足排中律和矛盾律。

注2:虽然概率测度满足公理 1~ 4, 但是概率

论和不确定理论是互不包含的两个独立的数学分

支;事实上,概率测度和不确定测度的乘积测度是

完全不相同的, 即不确定测度满足下面的乘积测

度公理。

注3: Peng证明了乘积测度的公理 5满足不确

定测度的公理 1~ 4
[ 11]
。

2. 2 不确定分布和逆不确定分布

概率论中, 以概率密度或分布律刻画随机变

量;模糊集理论中, 以隶属度函数刻画模糊变量。

不确定理论中, 以不确定分布刻画不确定变量。

定义 1设 �为不确定变量, 对于任意实数 x ,

函数 �( x ) = M{ ��x }称为 �的不确定分布。
Peng和 Iwamura

[ 12]
证明了函数 �( x )为不确定

分布的充分必要条件,即

定理 1
[ 12]
一个函数 � ( x ) : R �[ 0, 1]为不确定

分布的充分必要条件是其为单调递增函数, 除非

�( x ) � 0或者 � ( x ) � 1。

文献[ 8]研究了线性、zigzag 型、正态、对数正

态等几种常见的不确定分布, 同时建立了期望值、

方差、矩、不确定熵等概念, 提出了矩的计算公式

及证明了若干重要不等式, 如 Markov 不等式、Che-

byshev 不等式、Holder 不等式、Minkowski不等式及

Jensen不等式等。不确定理论中, Liu 定义了不确

定变量序列的几乎必然收敛、依测度收敛、依分布

收敛、依均值收敛及均方收敛等不同的收敛方式,

讨论了前 4种收敛的关系。另外,You
[ 13]
定义了不

确定变量序列的几乎处处一致收敛性,并讨论了

与几乎处处收敛,依测度收敛,依均值收敛和依分

布收敛的关系。

3不确定统计

统计学是用来分析、处理自然科学及社会科

学信息的工具。不确定统计是清华大学刘宝碇教

授2010年提出的一种新的统计方法并做出了重要

的基础性工作
[ 10]

,该方法主要是通过收集、整理、

分析专家经验数据, 利用不确定理论建立数学模

型, 为最终做出决策提供建议和意见。

不确定统计不同于传统的数理统计, 主要体

现在: ( 1)不确定统计依赖于专家经验数据而非历

史数据。( 2)不确定统计的专家经验数据是成对

出现而非单个的随机样本点形式。( 3)在实际应

用中,专家经验数据不会太多,故不确定统计不依

赖大数定律及中心极限定理。

不确定分布是不确定理论中重要的 3个基本

概念之一, 如何获得不确定分布及如何估计不确

定分布中的未知参数是不确定理论在实践中应用

的根本性问题。Liu
[ 10]
首先提出了经验不确定分

布的概念, 并建立了最小二乘准则估计不确定分

布的未知参数;随后Wang和Peng
[ 14]
建立了不确定

矩估计方法估计不确定分布未知参数, Wang, Gao

和Guo
[15]

, Gao
[ 16]
分别独立建立了 Delphi法估计不

确定分布, 而关于不确定统计分析及应用则有待

进一步研究。

4不确定金融

传统的金融、保险等研究需要借助于概率论;

而目前,不确定理论已成功地用于研究不确定金

融、保险、期权等。2008年, Liu提出了不确定过程

概念, 其实质是指标为时间或空间的不确定变量

序列; 随后深入研究了不确定更新过程及创造性

地提出了 Canonical过程,并应用到不确定微分方

程和不确定金融等领域
[ 6]
。其中金融模型研究

中, Canonical过程成功地替代了 Brownian运动, 两
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者区别在于 Brownian 运动的几乎所有样本轨道连

续但并非 Lipschitz连续函数; 而 Canonical过程的

几乎所有样本轨道为 Lipschitz连续函数。这也就

意味着 Brownian运动是用来描述花粉以无限速度

在做不规则运动, 而 Canonical过程描述了花粉以

有限速度做不规则运动。

2009年, Liu
[ 17]
首先提出了如下由 Canonical过

程驱动的股票模型

dX t= rX tdt

dYt = eYtdt+ �YtdCt

( 3)

式中 X t � 债权价格; Yt � 股票价格; r � 无风险利

率; e � 股票价格波动; �� 股票波动扩散度; C t �

Canonical过程。

基于模型( 3) , Liu
[17]
研究了欧式看涨期权和

看跌期权的价格。

f c= exp( - rs) Y0 �+ �
K�Y

0
( 1+ exp

(
�( lny- es )

3�s
) )

- 1
dy ,

f p = exp( - rs) Y0 �
K�Y

0
0 ( 1+ exp

(
�( es- lny )

3�s
) )

- 1
dy

式中 f c � 欧式期权价格, f c = exp( - rs ) E [ ( Ys -

K )
+
] ; K � 截止价格; s � 截止时间。
Chen

[18]
同时研究了美式期权价格,在美式期

权价格为时 f c= E [ sup
0�t�s

exp( - rs ) ( Ys - K )
+
] ,得

到了美式期权看涨和看跌的价格

f c = exp ( - rs ) Y0 �
+ �
K�Y

0
( 1 + exp

(
�( lny- es )

3�s
) )

- 1
dy

f p = � kexp( - rs )
0 sup

0� t� s
( 1 + exp ( e

3�
+ �

3�t
ln

Y0

K- yexp( rt )
) )

- 1
dy

另外, Yao
[ 19]
研究了无套利模型, Liu

[ 10]
建立了

基本的不确定保险模型, 定义了破产指标、破产事

件及证明了破产指标的具体表达式。

5不确定风险理论和可靠性理论
[ 20]

基于不确定理论, Liu于2010年建立了不确定

风险分析理论与不确定可靠性分析理论。

风险分析中,风险指标是主要概念, 定义为损

失发生的不确定测度,即

Risk= M {L ( �1 , �2 , �, �n ) �0}

其中 L 为损失函数。

在损失函数 L 为严格递增、严格递减、部分严

格递增部分严格递减时, 风险指标 Risk= �为以

下方程的根

L ( �
- 1
1 ( �) , �

- 1
2 ( �) , �, �- 1

n ( �) ) = 0

L ( �
- 1
1 ( 1- �) , �

- 1
2 ( 1- �) , �, �- 1

n ( 1- �) ) = 0

L ( �
- 1
1 ( �) , �, �- 1

m ( �) , �
- 1
m+ 1 ( 1- �) , �,

�
- 1
n ( 1- �) ) = 0

其中 �
- 1
为不确定变量 �的逆分布。

另外, Liu 研究了 Hazard 分布及 Boolean系统

的风险分析;对于串联系统和并联系统寿命, 分别

进行了细致的讨论。

由于可靠性分析和风险分析具有相同的数学

机理, Liu同时研究了不确定可靠性分析, 定义了

可靠性指标为

Reliability= M {R {�1 , �2 , �, �n ) � 0}
其中 R { �1 , �2 , �, �n ) � 0 表示系统正常工作。

Liu还讨论了串联系统和并联系统的可靠性指标,

及与风险分析向对应的问题。

6结语

除上述研究之外, 不确定理论还细致研究了

不确定规划问题,在供应链、库存、机器排序、车辆

调度等方面建立了诸多相关的数学模型。另外基

于不确定理论,建立不确定逻辑理论, 提出了不确

定推理准则、不确定推理控制、不确定优化控制等

领域的基本概念和模型。

作为一门新的严谨的数学分支, 不确定理论

的出现, 马上得到了国内外专家学者的大量关注,

并在人类系统不精确性的理论研究和应用研究方

面取得了蓬勃发展, 为学术研究者开创了一片广

泛科学研究天地。
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