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摘要：在基于m序列形成同级m子序列的过程中，核心问题是判断两对共轭状态的连线在“圈”

内是否相交。本文将“圈”中各状态和整数建立了映射关系，从而给每一对共轭状态一个编码，

通过该编码可以系统地判断任意两对共轭状态的连线在圈内是否相交。利用这一方法，可以方

便地统计出子序列的数目，并能编程实现所有子序列的输出。
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An effective arithmetic to produce m——subsequence

FANG Jun—chu，LV Hong，ZHANG Ai—xue

(1．School of Electrical Engineering，Anhui Polytechnic University，Anhui Wuhu 241000，China；2．School of Electronic and

Information Engineering，Anhui University of Architecture，Anhui Hefei 230022，China)

Abstract：In the process of same level m—subsequence formed based on m—subsequence．the main

question is to judge whether the lines of two sets of conjugate states will be intercrossed in the circle．

In this passage，all situations and digital in this circle are built a relationship of reflection，and then

each set of conjugate state has a code．Through this code．whether the lines of any two sets of conju—

gate states intercrossed in the circle will be judged by system．In this way，the number of subse—

quence can be calculated conveniently，and its program made as well．Then，the output of all the

subsequences will be realized．．
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若凡级移位寄存器的特征多项式为n阶本原

多项式，则该移位寄存器从任意一个非“0”状态出

发所形成的状态图是一个包含2“一1个状态的大

“圈”，如图1所示。由它产生的GF(2)序列的周

期也是2“一1，称为最大长度序列，即m序列，是一

类常用的伪随机序列。在这2“一1个状态中，某状

态S的下一个状态称为S的“后继”，而5的前一

个状态称为5的“前驱”。而形如S=(％，Q．，a：，

···a。一1)，S+=(do，d。，a2，·-·d。一1)贝0称为--x寸共

轭状态：

若两对共轭状态的连线在“圈”内存在交点，

则交换它们的后继仍能形成一个长度为2“一1的

大“圈”，与这个新的状态转换较图对应的序列称

为原序列的子序列1。2。子序列形成过程如图2

所示，图巾S，和S。是一对共轭状态，Js。和S。是另

一对共轭状态。实线箭头表示原有的状态转换方

向，虚线箭头表示新的状态转换方向。

在图2所示过程中，两对共轭状态的连线(图

中实线所示)在圈内相交是这一转换过程成功的

关键。但是单从状态转换的角度来判断哪两对共

轭状态在“圈”内有交点存在很大的困难，因而文

献[1]只在每一级中确定了一个子序列的生成

方法。

实际上，在n阶本原多项式f(x)决定的线性

移位寄存器中共有2”一1个状态，因为00⋯01在

圈内没有共轭状态，其余状态将两两互为共轭，因
1“ 1此共有竿对共轭状态，这些共轭状态中符合上
上

述交换条件的可能有很多，如何能快速准确的找
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到这些满足条件的共轭状态呢?又如何通过它们

简便而又快速地实现这些m子序列呢?本文利用

数学变换思想，建立了一种“映射”，将GF(2)域中

“状态”映射到整数域中，共轭状态可以用编码表

示，通过该编码很容易判断出两对共轭状态在圈

内有没有交点。

图1 m序列状态图

Fig．1 State diagram of m—sequence

图2 m子序列形成过程

Fig．2 Rebui lding of m—subsequence

1建立一种映射关系

表1是以GF(2)上以本原多项式f(戈)=1+

工2+戈5为反馈函数生成的移位寄存器的状

态表‘3。4]。

定义1：在给定本原多项式的基础上，从任意

一个初始状态s。出发，按照状态出现的先后顺序

将这些状态依次记为S。、S，、．s：⋯S2n-2下标0、l、2

⋯(2“一2)是该状态的序号。

某个状态的前驱与后继仅与反馈函数相关而

与初始状态无关。因而可以得出：两对共轭状态

在圈内的连线是否会相交，与初始状态的选择

无关‘5|。

这样2“一1个“状态”就和0、1、2⋯2“一2共

(2“一1)个整数建立了“映射”关系。编程时，假设

这些状态以数组的形式存在，那么知道了这个“序

号”就可以找到(“引用”)该“状态”，已知“状态”

也可以判断其在“圈”中的位置。这为下面研究共

轭状态的相互关系提供了方便。

2共轭状态的表示方法

定义2：某一状态为SI=(do，dl，Ot2，⋯a。一1)，

设其共轭状态为S。=(d。，O／。，a：，⋯d川)，将它们

的连线画在圈内，若后<P则将这一对共轭状态记

为[后，P]，若尼>P则将这一对共轭状态记为[P，

七]，称为这一对共轭状态的“坐标”。

共轭状态的“坐标”包含了这一对共轭状态在

圈中的位置信息。[后，P]中后称为起点，P为终点，

按上述定义，起点值一定比终点值要小，即要求0

≤后<p≤2“一2，举个例子说，表l中S，和Js，是一

对共轭状态，将其坐标记为[3，5]，而不是[5，3]。

这样规定有两个目的，一是确定了每一对共轭状

态只有唯一的一个坐标了；二是方便用“遍历”法

生成共轭状态表。有了共轭状态表，就可以通过

这些坐标来研究共轭状态在圈中的相互关系了。

表2是根据表1按上述定义2编程得到的共轭状

态表。由表2可见共轭状态表的特点一是起点是

按从小到的顺序排列的，二是每一对共轭状态在

表中只出现一次。

图3画出了表2中共轭状态在圈中的连线。

可见，这些共轭状态的连线在圈内的有的存在交

点，有的不存在交点。有交点就可以产生新的序

列，问题是在没有画出这个“圈”的情况下，如何才

能确定两对共轭状态在圈内有无交点呢?

表1状态表实例

Tab．1 An example of state table

序号0 1 2

状态00001 10000 01000

序号 1l 12 13

状态01101 00110 000ll

序号 22 23 24

状态 11001 01100 10110
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表2共轭状态表

Tab．2 Conjugated state table

CO 『l 14]

C1 『2 28]

C2 『3 5]

C3 『4 25]

C4 『6 10]

C10[13 30]

C11[15 22]

C12[17 18]

C13[2l 27]

C14[26 29]

图3共轭状态在“圈”内的连线(1)

Fig．3 Ligature of conjugated state in the

“circle”(1)

图4共轭状态在“圈”内的连线(2)

Fig．4 Ligature of conjugated state in the

“circle”(2)

3子序列生成条件的简便判断

观察图3中这些连线的相互关系，并结合表

2，可以得到下面的定理。

定理1：若[后，_p]是一对共轭状态，[m，n]是另

一对共轭状态，将起点坐标较小的这一对共轭状

态称第一对共轭状态，另一对称为第二对共轭状

态，这里假设[七，p]是第一对共轭状态，若七<m<

p<凡，则这两对共轭状态的连线在圈内一定有

交点。

证明：第一对共轭状态[七，p]的连线将“圈”一

分为二，从起点出发，顺时针方向的一侧称为“右

侧”，逆时针方向的一侧称为“左侧”。尼<m<p即

第二对共轭状态的起点位于第一对共轭状态的

“右侧”，而n>_p，根据定义l，则容易知道n>后，

即第二对共轭状态的终点一定位于第一对共轭状

态的“左侧”，因而这两对共轭状态的连线在“圈”

内必有交点，证毕。

定理1用数学语言将原来只能用文字表述的

交换条件“数学化”了，这种数字化的结果是很方

便编程统计出交点的个数，也能方便地判断两对

共轭状态是否满足交换条件。例如上图中的共轭

状态[1，14]和[2，28]在圈内有交点，而[1，14]和

[6，10]在圈内就没有交点。

应当指出的是，在反馈函数确定的情况下，初

始状态不同，则各状态在圈中的序号都将改变，共

轭状态的坐标也就改变，如图4所示。用上述定

义1规定的共轭状态的表示方法仍能反映各共轭

状态在圈中的相互关系，如图3中[1，14]和[2，

28]对应在图4就是[11，29]和[25，30]，仍可判断

它们的连线在圈内有交点。而图3中的[1，14]和

[6，10]在图4对应的坐标是[11，29]和[3，7]仍

能判断它们在圈内没有交点。

总之，共轭状态在圈内是否有交点与初始状

态无关，从任一个初始状态出发进行编号，并按定

义1生成的共轭状态表都能准确反映共轭状态在

“圈”内的相互关系。

4应用

4．1子序列个数的统计

从一个已知的m序列的状态图，可以得到多

少个子序列呢?显然，这取决于共轭状态的连线

在圈内有多少个交点，有了共轭状态表，只需按定

理1统计出交点的个数，就是能生成的子序列的

个数了。

设共轭状态表存储在二维数组C[RR][2]
，'“ ，’中，其中RR=竿，是共轭状态的对数。用c语
二

言编写下面的程序即可统计出交点的个数。

for(i=0；i<RR；i++)

for(J=i+l；j<RR；j++)

if(c[i][0]<C[j][o]&&c[i][1]

<C[j][1]&&c[J][0]<C[i][1])
Ilum=num+1：

printf(“子序列个数为：％3d＼n”，hum)；

实验结果：经过实验发现，相同级数的本原多

项式对应的线性移位寄存器的共轭状态在圈内的

交点数是相同的，例如前面讲的以f(戈)=1+戈2+
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戈5为反馈函数的移位寄存器，其共轭状态在圈内

的交点数为35，若反馈函数换为f(戈)=1+戈3+

X5，其共轭状态在圈内的交点数也是35，其他的五

阶本原多项式的情况也是如此。表3给出的是通

过实验得到的级数为5—10级的线性移位寄存器

共轭状态在圈内的交点数(子序列个数)。

表3共轭状态交点数

Tab．3 The number of intersect points

级数n 5 6 7 8 9 10

周期 31 63 127 255 5t1 l 023

交点数 35 155 651 2 667 10 795 43 435

我们知道，n阶线性移位寄存器所能产生的m

序列(由不同的本原多项式产生)的数目远小于m

序列的周期Ⅳ，但从表3可以看出，一个本原多项

式衍生出的子序列的数目则远远大于它的周期，

这些子序列保留了m序列的优秀伪随机特征。

4．2子序列的生成

每一对共轭状态都对应一条连线，不妨将小

项戈。叼z。01⋯戈。一：％。}称为它们连线的特征小

项‘61。其中戈oao戈1叫⋯戈。一2％。2=

f0(戈。戈1⋯戈。一2)≠(口ool⋯o。一2)

【1(XOXl⋯戈。一2)=(aoal⋯a。一2)

下面以定理的形式给出生成m子序列的一般

方法。

定理2：若[后，P]是一对共轭状态，[m，n]是另

一对共轭状态，若k<m<P<n，或m<k<Tl<P，

则在移位寄存器的反馈函数中加上(模2加)第m

项和第k项的特征小项后，该移位寄存器的状态

图将形成一个新的长度为2“一1的大圈。对应此

大圈将产生一个新的不同于原来的序列。

证明：k<m<P<n，或m<k<rt<P保证了

两对共轭状态在“圈”必有交点。移位寄存器的反

馈函数中加上(模2加)第m项和第k项的特征小

项，意味着在上述四个状态后面的反馈函数值取

反，即交换了次状态，重新形成了新的大“圈”，

证毕。

简单地讲，交换共轭状态的后续状态就是在

状态生成过程中，遇到共轭状态中的一个就将原

反馈函数值取反。卜8；。

程序实现的思路是：指定反馈移位寄存器的

级数，输入相应的本原多项式的系数，从任一初始

状态出发，将全部状态生成并按顺序储存，根据共

轭状态的特点自动生成共轭状态表，给定一对共

轭状态，判断是否符合交换条件，若符合交换条

件，再次生成状态表时在该状态的下一个状态输

出前通过异或“1”改变原有的反馈函数值。这中

间可以用序号引用该状态‘9‘1 0|。

本文根据上述思想设计了程序，只要改变几

个常数就可以生成任意级数本原多项式的全部m

子序列或其中一个子序列，运行非常方便，非常适

用在需要大量伪随机序列的场合。

5结论

1)本文解决了“如何判断两对共轭状态在圈

内有交点”这一形成子序列的关键问题。解决问

题的思路简洁，非常便于程序实现。

2)本文介绍的方法可以在本原多项式的基础

上可方便地产生大量的m子序列，为进一步研究

这些子序列的性能奠定了基础，也必将进一步扩

展伪随机序列在测量、通信、流密码等领域中的广

泛应用。
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