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。Timoshenko悬臂梁自振特性分析的新方法

胡启平，王倩倩

(河北丁程大学土木T程学院河北邯郸056038)

摘要：考虑剪切变形和转动惯量的影响，建立了Timoshenko悬臂梁自由振动分析的哈密顿体

系，采用两端边值特征值问题的本征值计数精细积分法，求解其圆频率，分析自振特性。本文以

等截面欧拉悬臂梁自由振动为基础，与解析解对比，验证了本文方法的正确性。进而考虑剪切

变形和转动惯量的影响，计算了Timoshenko悬臂梁的自振圆频率，分析其自振特性。从算例结

果对比可以看出，本文方法简单、实用，具有较高精度。
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A new method of free vibration analysis of Timoshenko cantilever beams

HU Qi—ping，WANG Qian—qian

(College of Civil Engineering，Hebei University of Engineering，Hebei Handan 056038，China)

Abstract：Being considered the effect of the shearing and moment of intertia，the Hamilton system of

flee vibration of the Timoshenko cantilever beams was set up．The circular frequency for the two ends

eigenvalue problem was calculated by using the method of precise integration of eigenvalue counting

theory．Then the free vibration was analyzed．Based on the flee vibration of the uniform Euler beams，

The correetness of this method was verified through the calculation result comparison with this method

and the traditional method．Then the circular fequency of the Timoshenko cantilever beams with the

consideration under the effect of the shearing and the moment of intertia was calculated．The compari-

son results show that the method is simple，practicable and with good precision．

Key words：Timoshenko cantilever beam；Hamilton system；precise integration method；flee vibra—

tion；eigenvalue counting theory

对于高跨比较大的梁，梁在运动过程中剪切

变形和转动惯量的影响则是不能忽略的，必须加

以考虑，此时，必须运用Timoshenko梁理论进行分

析。近年来，对于不同的Timoshenko梁振动问题，

不同学者¨。1提出了各种不同的解法，这些解法

中，有的提供了自振特性的解析解，但只能适用极

特殊的情况，有的计算过程过于复杂，应用较困

难。楼梦麟等H。61曾应用模态摄动法求解了3种

常见的等截面Timoshenko梁的动力特性，由于是

在Euler梁主模态函数作为近似求解的Ritz基的

基础上进行参数修正而得，积累误差较大。潘旦

光等"1为考虑剪切变形和转动惯量的影响，基于

模态摄动法基本原理，提出了一种求解变截面

Timoshenko悬臂梁自由振动问题的近似解法。

胡启平等‘8‘9 o推导出Timoshenko梁弯曲问题

的哈密顿对偶体系，并采用精细积分法对其进行

了求解。本文导出了Timoshenko悬臂梁自南振动

的哈密顿体系，采用两端边值特征值问题的本征

值计数的精细积分法计算了圆频率，通过算例所

得结果与精确解对比，验证了本文方法的正确性。

1自由振动的哈密顿体系

如图1所示Timoshenko梁，用梁轴线的挠度

云(。，t)和横截面的转角舀(z，t)两个广义位移表示
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梁内任一点(z，y，z)沿X轴、y轴和z轴的位移。

y

图1 Timoshenko梁

Fig．1 Timoshenko beam

Timoshenko悬臂梁用位移表示的动力方程为

袅[翻，(宝一舀))]+；=∥警 (·)

轰X(E1
a

O))+甜。(塞卅)+m=pl孑a20(2)
式中E一材料的弹性模量；G一剪切模量；A一梁的

截面面积；A。一梁截面的等效剪切面积。

对时间采用化频域方法处理，采用否=秽(z，

∞)e～‘，舀=p(z，∞)e～‘，其中∞是圆频率，于是动

力方程变为

{L[GA。(i—p)]+pAw2口+g=o (3)

兰(E，j)+GA，(谚一p)+plw20+m=o (4)

镪：=降0"曙一弭
K．．：『! 三．1，K。：：K；，M：[pA，p，]r，q：[”，K--2 lo 翻，卜：筇：t，肚，p，]1，q_h
0]7，g=[q，m]7。

在对梁做自振分析时，可不考虑横向荷载，即

g=0。于是写成矩阵形式为

K22寸+(K2l—K12)4一K11q+∞2Mq=0 (5)

相应的拉格朗日函数为

L：￡(9，4)：÷寸7K22寸+寸7K2。q+÷qr(K，l一
∞2M)q (6)

转入哈密顿体系，令

p=些=K22寸+K2lq (7)

相应的哈密顿函数为

Ⅳ：Ⅳ(g，p)：pr曲一÷qr(B一∞2M)g+÷
P7印 (8)

本问题中P=[絮古一p’]，A=[：j】，B1 0 =本问题中=l I，A=l。。I，=
【 E J Lu u J

[鞫，⋯=■’。麓相应的哈密顿型微
分方程为

㈣‰A：M绷甜
边界条件为

氍
2自振频率的计算

(9)

(10)

本文采用两端边值特征值问题的本征值计

数¨叫方法求解圆频率，通过编制MATLAB程序

实现。

本征值计数是指：对于给定的正实数∞；，区段

在其两端分别给定为q。=0，P。=0的条件下，区段

本征值小于∞：的数目。可以用‘，。(【I)；，t。，t。)表示

这一计数，简写为t，。(∞；)。定义区段的本征值计

数后，就可以结合扩展的形一形算法确定区段合

并后的本征值计数，进而得到整个区间的本征值

计数。具体计算步骤为：

(1)在MATLAB程序中输人甜；以及K．，砭。，

K：：，M，H，n等。(2)计算A，B(以曰代替日一

t02M)，D。(3)计算r段上的F(丁)，G(丁)，Q(丁)，

^(09；)=0。(4)计算叼段上的F(77)，G(叼)，Q

(叼)，L(tO；)(2～算法)，．，：，(∞；)=J，(09；)+^

(∞：)一s{G(丁)}+s{G一1(下)+Q(丁)}(重复20

次)。(5)赋值给各个单元(n个单元)，计算节点

单元的F，G，Q，J。(6)赋值给各个单元(共2n个

单元)，计算区间[0，H]上的F。，G。，Q。，J。(09；)，得

到的特征值计数‘，，(∞；)，即在[0，∞；]中特征值的

个数。

另外，s{A}的计算方法是对A做三角分解／4

=LDL7，D矩阵是对角阵，s{A}即D中负元素的个

数，A是对称阵，也就是A的特征值中负元素的个

数。通过本征值计数可求出各阶圆频率。

3算例验证

仁————生——一

图2悬臂梁

Fig．2 Canti lever beam

如文献[11]中的算例分析，等截面悬臂梁，如

图2所示，梁长L=6 m，横截面面积为A=1．2 m

×1．2 m，弹性模量为E=3．0×104 MPa，泊松比肛
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=0．4，密度为P=2．5 x 103 kg／m3，横向剪切变形

系数后=5／6。

表1是不考虑剪切变形及转动惯量的影响，

运用本文的方法得出来的计算结果与解析解‘1 2J

的结果对比。此时，取pl=0，GA。=∞。

由表1可以看出，本文的计算结果非常接近

于解析解，可见，采用两端边值特征值问题的本征

值计数方法计算自振圆频率，具有较高的精度，验

证了本方法的可行性。

对于考虑剪切变形和转动惯量影响的悬臂

梁，按传统方法求解比较闲难，而本文方法所编制

的程序具有通用性，且计算简便，现考虑剪切变形

及转动惯量的影响，计算上述悬臂梁的频率。

此时，pl=3600，G4。=1．584 X 10⋯：本文所得

结果、文献解与解析解。。3j对比如表2所示：

从表2的对比分析可以看出，本文的计算结

果更接近于解析解，具有较高的可信度。

表1不考虑剪切变形及转动惯量影响的圆频率

Tab．1 The circular frequency that neglects the effect of shearing and moment of inertia

注：括号内为各求解结果与解析解的相对误差。

表2考虑剪切变形及转动惯量影响的自振圆频率

Tab．2 The circular frequency considering the effect of shearing and moment of inertia

注：括号内为各求解结果与解析解的相对误差。

4结语

本文基于精细积分法，对Timoshenko悬臂梁

自由振动的哈密顿方程进行求解，算例结果对比

分析表明，该方法具有较高精度，而且简便、实媚。

该方法为结构进行动力分析提供了依据。
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