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混凝土断裂能的统计模型和标准值研究

丁力栋，丁晓唐，袁 存

( 河海大学 土木与交通学院，江苏 南京 210098)

摘要：采用三点弯曲法测定不同工况的混凝土断裂能，并就其中一个工况进行大样本试验。根据

试验和收集文献中的数据建立断裂能基于混凝土强度和粗骨料最大粒径的双因素统计模型，将该

统计模型与其他统计模型对比发现，其预测能力更好。应用统计分析软件 SAS 针对选用工况的试

验数据进行了 4 种概率分布、5 种拟合优度检验，得到该工况断裂能最符合的概率分布为对数正

态分布，从而计算得到具有 95% 保证率的断裂能标准值 GFk=66.0 N/m。
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Abstract：The fracture energy of concrete for different cases is calculated by means of three-point 
bend tests，and large sample tests of one case are done. Based on the test data of this experiment and 
other articles，statistical model about fracture energy of two factors，concrete strength and maximum 
aggregate size，are established. Compared the statistical model with other models，the ability of 
prediction is better than other models，and it can prove rationality of test data indirectly. Statistical 
analysis system (SAS) is applied to compare four probability distribution and five goodness-of-fit tests，
the most suitable probability distribution of test data is lognormal distribution. Based to lognormal 
distribution，the characteristic value of fracture energy is equal to 66.0 N/m，the reliability is not less 
than 95%. 
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混凝土断裂能作为裂缝稳定性的判据，是非线

性断裂力学在有限元分析计算中应用的重要参数，

虽然国际材料和实验室联合会 [1] 已经推荐了实验室

内测定混凝土断裂能的方法，但在工程现场预留出

测定断裂能的试件还是有一定难度，因此国内外学

者提出了一些用于预测混凝土断裂能的统计模型。

徐道远 [2] 等和高泉 [3] 等研究了龄期对混凝土断裂能

的影响，推导出了断裂能与龄期有关的统计模型。

Wittman[4] 研究了混凝土断裂能随混凝土强度的变

化，拟合出了断裂能与混凝土强度之间的关系式。

目前仅 1990 CEB-FIP 模式规范 [5] 列出了关于混凝

土强度和骨料最大粒径的断裂能估算值表，但国外

规范的混凝土强度等级是按照圆柱体抗压强度划分

的，不便于国内使用。本文针对不同混凝土强度等级，

不同粗骨料最大粒径的断裂能进行了研究，同时考

虑到混凝土的离散性大，收集了文献中国内外较新

的断裂能研究试验数据，将本文试验数据与文献中

的数据作为一个数据库，建立了混凝土断裂能基于

混凝土强度和粗骨料最大粒径的双因素统计模型，

并分析了其预测能力。
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目前应用有限元软件对结构进行分析计算越来

越关注结构的损伤发展，在有限元软件 ABAQUS
的混凝土塑性损伤模型 CDP 中，需要应用混凝土断

裂能这一参数。然而根据样本数量较小的试验数据

得到的断裂能平均值并不能在设计施工中保证实际

结构的安全性，本文提出了断裂能标准值的概念以

提高结构的可靠度。在计算断裂能标准值之前，需

进行大样本试验确定断裂能的概率分布，不同的概

率分布对应不同的概率密度曲线，某一保证率下的

断裂能也各不相同。本文对混凝土断裂能的概率分

布和断裂能标准值进行了研究。

1 混凝土断裂能试验

1.1 试验设计

本文采用国际材料和实验室联合会推荐的带

缺口的三点弯曲梁试件测定混凝土断裂能，试件长

515 mm，宽 100 mm，高 100 mm，初始缝宽为

3 mm，缝高比为 0.3，跨高比为 4。试验采用反

向加载以消除试件自重的影响，因此需对国际材料

和实验室联合会给出的断裂能计算公式进行修正，

修正后的公式为

                                                   (1)

式中，GF 为计算得到的混凝土断裂能；W0 为外力

做的功，等于荷载 - 挠度曲线下的面积；m ＝ m1 ＋

2m2，m1为梁支座之间的重量，m2为与试验机不相连，

但直到试件破坏都加在试件上的加载装置的质量；

A 为断裂韧带的面积；δ0 为梁最终破坏时的变形值。

为了得到混凝土强度和粗骨料最大粒径对混凝

土断裂能的影响规律，并提出混凝土断裂能基于混

凝土强度和粗骨料最大粒径的双因素统计模型，试

验分为 C20、C30、C40、C50 四种混凝土强度等级，

9.5、16、25 mm三种粗骨料最大粒径，共计12种工况，

每种工况浇注4根三点弯曲梁试件用于测定断裂能，

同时浇注 3 个标准立方体试件用于测定立方体抗压

强度。试验中水泥为中联 P·O42.5 普通硅酸盐水泥，

粗骨料为碎石，细骨料为河砂，粗细程度属于中砂，

每个工况的配合比见表 1。此外，为了研究混凝土

强度 C30，粗骨料最大粒径 dmax=9.5 mm 的混凝土断

裂能标准值，另外浇注了 36 个三点弯曲梁试件，配

合比与表 1 中的 C30-1 工况相同。所有试件浇注成

型后静置 48 h 拆模，拆模后放入标准养护室内养护，

由于浇注试件时在试模内插入钢片预制裂缝的效果

不佳，因此本文试验试件的预制裂缝选择在试验前

采用切割机切割而成。

1.2 试验结果

表 2 列出了用于断裂能影响因素和统计模型研

究的 12 个工况的立方体抗压强度平均值，荷载 - 挠
度曲线中的最大荷载平均值与最大挠度平均值，以

及根据荷载 - 挠度曲线计算得到的断裂能平均值。

表 3 列出了用于断裂能标准值研究的实测的 36 个三

点弯曲梁试件的最大荷载、最大挠度和断裂能，36
个试件的断裂能平均值 GF=105.35 N/m，考虑到能

量参数的离散性大，因此在表 3 中右上角以 * 号标

出了与断裂能平均值相差 50% 的试验数据，在计算

断裂能平均值时未计入这部分数据。

表 1  混凝土配合比

Tab.1 Mixture ratios of concrete 

试件编号 设计强度等级 粗骨料最大粒径 dmax/mm
配合比 /(kg·m-3)

水泥 砂子 石子 水

C20-1 C20

9.5

291 871 1 023 215
C30-1 C30 358 767 1 059 215
C40-1 C40 439 698 1 048 215
C50-1 C50 536 577 1 071 215

C20-2 C20

16

284 839 1 067 210
C30-2 C30 350 736 1 104 210
C40-2 C40 429 669 1 092 210
C50-2 C50 525 549 1 116 210

C20-3 C20

25

257 781 1 172 190
C30-3 C30 317 684 1 210 190
C40-3 C40 388 645 1 178 190
C50-3 C50 475 586 1 149 190
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2 断裂能影响因素及统计模型

2.1 强度和骨料粒径对断裂能的影响

为了更直观地表现出混凝土强度和粗骨料最大

粒径对混凝土断裂能的影响，将表 2 中的试验数据

转化为图的形式。图 1 为混凝土断裂能随混凝土强

度的变化曲线，从图中可以看出当混凝土强度不大

于 C50 时，对于同一粗骨料最大粒径，混凝土断裂

能随混凝土强度的增加呈增大趋势。这可解释为，

混凝土强度增加，砂浆与粗骨料的粘结力也随之增

表 2  用于断裂能影响因素和统计模型研究的试验数据

Tab.2 Test data used to research factors affecting fracture energy and statistical model

试件编号
立方体抗压强度平均值 最大荷载平均值 最大挠度平均值 断裂能平均值

fcu/MPa Pmax/kN δ0/mm GF/(N·m-1)
C20-1 22.2 2.90 0.977 101.90
C30-1 30.3 3.47 1.002 114.35
C40-1 41.2 3.67 1.101 139.32
C50-1 46.3 3.91 1.186 173.55
C20-2 26.6 2.95 0.983 112.29
C30-2 35.0 3.49 0.983 129.32
C40-2 42.7 3.72 1.119 158.64
C50-2 47.3 4.22 1.229 180.01
C20-3 24.8 3.10 0.994 121.55
C30-3 31.2 4.10 1.058 143.66
C40-3 40.9 3.90 1.125 170.81
C50-3 47.0 4.50 1.312 203.16

表 3  用于断裂能标准值研究的试验数据

Tab.3 Test data used to research characteristic values
试件 最大荷载 最大挠度 断裂能 试件 最大荷载 最大挠度 断裂能 试件 最大荷载 最大挠度 断裂能

编号 Pmax/kN δ0/mm GF/(N·m-1) 编号 Pmax/kN δ0/mm GF/(N·m-1) 编号 Pmax/kN δ0/mm GF/(N·m-1)
01 4.54 0.576 105.11 13 3.46 0.349 72.37 25 4.31 0.425 84.38
02 4.14 0.572 109.78 14 4.66 0.622 114.31 26 4.17 0.573 104.55
03 4.03 0.559 91.74 15 4.23 0.691 141.47 27 4.37 0.559 147.04
04 4.34 1.435 261.25* 16 3.66 0.325 55.91 28 4.63 0.550 135.10
05 4.49 0.542 112.56 17 3.63 1.285 154.35 29 5.11 0.544 104.37
06 4.20 0.684 155.54 18 5.11 0.554 110.20 30 3.83 0.352 62.35
07 3.26 0.514 104.74 19 4.54 0.709 154.23 31 4.14 0.357 83.05
08 3.94 0.588 82.74 20 4.26 0.621 94.00 32 4.11 0.575 110.12
09 3.97 0.501 105.68 21 3.54 0.455 83.04 33 3.91 0.337 80.45
10 3.54 0.376 67.50 22 2.74 0.345 40.02* 34 5.26 0.526 137.29
11 4.54 0.427 87.56 23 3.74 0.428 81.53 35 3.80 0.897 147.66
12 4.17 0.469 100.18 24 4.57 0.548 117.11 36 3.91 0.551 84.05

图 1 混凝土强度对断裂能的影响

Fig.1 Effect of concrete strength on fracture energy
图 2 粗骨料最大粒径对断裂能的影响

Fig.2 Effect of maximum aggregate size on fracture energy

丁力栋等：混凝土断裂能的统计模型和标准值研究
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加，因此混凝土断裂所需的能量越大。图 2 为混凝

土断裂能随粗骨料最大粒径的变化曲线，从图中可

以看出当粗骨料最大粒径不大于 25 mm 时，对于同

一混凝土强度，混凝土断裂能随粗骨料最大粒径的

增加也呈增大趋势。这是由于骨料对裂缝的扩展存

在阻碍作用，随着骨料粒径的增大，迫使开裂路径

发生变化，裂缝因此变得曲折，混凝土断裂能不断

提高 [6]。

2.2 断裂能统计模型

为了更准确地建立混凝土断裂能基于混凝土强

度和粗骨料最大粒径的双因素统计模型，首先查阅

了大量国内外较新的研究混凝土断裂能方面的文献，

收集了 65 组可靠性较高的混凝土断裂能实测数据，

称为统计数据库 1，具体数值及取值依据参见文献
[7]。在统计数据库 1 中加入表 2 的试验数据，称为

统计数据库 2。利用最小二乘法，分别根据统计数

据库 1 和统计数据库 2 拟合得到的统计模型为式（2）
与式（3），1990 CEB-FIP 模式规范给出的统计模

型为式（4）。

                       (2)
                  (3)

           
(4)

式中，fcm 为圆柱体抗压强度平均值。

为了衡量 3 个混凝土断裂能统计模型预测能力

的好坏，将统计数据库 2 中混凝土抗压强度和粗骨

料最大粒径原始数据分别代入式（2）、（3）、（4），

得到基于统计数据库 1、统计数据库 2 和 CEB-FIP

模式规范 3 个统计模型的断裂能预测值 GFi
Pred，并对

断裂能预测值 GFi
Pred=X 和断裂能实测值 GFi

Pred=Y 的数

据点进行线性拟合，拟合结果如图 3 所示。理想情

况下，即统计模型足够精确，断裂能预测值与实测

值应满足GFi
Test=GFi

Pred，此时拟合出的直线的斜率为 1，
截距为 0。

由图 3 可得，基于统计数据库 1、统计数据库

2 和 CEB-FIP 模式规范 3 个统计模型线性拟合出的

直线的斜率分别为 1.08、0.99、0.79，截距分别为

4.83、0.58、79.23。根据式（2）拟合的直线的斜率

接近于 1，截距接近于 0，可以看出基于统计数据库

1 建立的统计模型能较好地反映混凝土强度和粗骨

料最大粒径对断裂能的影响。根据式（3）拟合的直

线的斜率更接近于 1，截距更接近于 0，说明基于统

计数据库 2 建立的统计模型能更好地反映混凝土强

度和粗骨料最大粒径对断裂能的影响，另一方面也

说明了在统计数据库 1 中新加入的本文试验数据提

高了统计模型的精度。而相对于式（2）与式（3）
的预测值，CEB-FIP 模式规范给出的断裂能统计模

型预测值整体偏小。

3 断裂能概率分布及标准值

3.1 断裂能概率分布分析

为了得到混凝土强度 C30，粗骨料最大粒径

dmax=9.5 mm 的混凝土断裂能标准值，首先应用统计

分析软件 SAS 对 36 个试件的断裂能进行了概率分

布分析，为增加概率分布的可信度，本文选用了 4
种常见的概率分布以及针对每一种分布进行了 5 项

拟合优度检验。其中 S-W 检验仅适用于正态分布，

不适用于 Weibull 分布和 Gamma 分布，K-S 检验不

适用于 Weibull 分布，当样本数量不大于 2 000 时，

两者以 S-W 检验为准，具体检验结果如图 4 以及表

4 所示。

图 4 为根据断裂能频率分布直方图拟合得到的

4 条概率分布曲线，表 4 中的数值为某一检验针对

该分布的实际显著性水平 P 值，用于判定假设检验

结果。一般情况下，理论的显著性水平 α=0.05，如

果 P<α=0.05 则拒绝原假设。由图 4 和表 4 可知，5
种检验均表明该工况断裂能既服从正态分布又服从

对数正态分布，但对数正态分布的 P 值大于正态分

布的 P 值，对数正态分布的符合程度就比正态分布

高。C-M 检验和 χ2 检验下不拒绝 Weibull 分布，除
图 3  断裂能预测值与实测值线性拟合图

Fig.3 Linear fit of predictive values and test values
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了 S-W检验之外的 4种检验都不拒绝Gamma分布，

但对数正态分布的 P 值均高于或略低于两种分布的

P 值，对数正态分布的符合程度比 Weibull 分布和

Gamma 分布高。所以该工况断裂能最符合对数正态

分布，应根据对数正态分布来计算断裂能标准值。

3.2 断裂能标准值计算

设随机变量 X 表示某一个试件实测的混凝土断

裂能，当 X服从正态分布时，平均值 μX =105.35 N/m，

标准差 σX =27.77 N/m，变异系数 δX =σX /μX =0.264，
即X～N(105.35，27.772)。当X服从对数正态分布时，

InX 服从正态分布，即 InX ～ N(μInX，σ 2
InX)。由对数

正态分布的性质可知：μInX =In =4.62N/m；

σ 2
InX =In(1+δ2

X)=0.067 4(N/m)2。取标准值的保证率为

95%，则 InX 需大于 u=μInX － 1.645σInX =4.19 N/m，

此时 GFk=eu=66.0 N/m 即为混凝土强度 C30，粗骨料

最大粒径 dmax=9.5 mm 的混凝土断裂能标准值。

图 4  断裂能概率分布

Fig.4 Probability distribution of fracture energy

4 结论

1）收集国内外文献中较新的 65 组混凝土断裂

能实测数据，称为统计数据库 1，基于统计数据库 1
建立的双因素统计模型能较好地反映混凝土强度和

粗骨料最大粒径对断裂能的影响。在统计数据库 1
中加入本文试验数据，称为统计数据库 2，基于统

计数据库 2 建立的统计模型预测混凝土断裂能的精

度更高，也从侧面体现了本文试验数据的合理性。

1990 CEB-FIP 模式规范给出的断裂能统计模型偏于

保守，预测值整体偏小。

2）对混凝土强度等级 C30，粗骨料最大粒径

9.5 mm 工况进行了大样本试验，用统计分析软件

SAS 确定该工况下的断裂能最符合对数正态分布，

根据对数正态分布计算得到具有 95% 保证率的断裂

能标准值 GFk=66.0 N/m。
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表 4 断裂能拟合优度检验
Tab.4 Goodness-of-fit tests of fracture energy

正态

分布

对数正态

分布

Weibull
分布

Gamma
分布

S-W 检验 0.096 0.298 - -
K-S 检验 >0.150 >0.150 - >0.500
C-M 检验 0.105 0.411 0.052 >0.250
A-D 检验 0.086 0.369 0.049 >0.250
χ2 检验 0.115 0.113 0.126 0.123
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