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建立了基于泥沙运动力学理论的土颗粒起动模型，

推导了土体渗流引起的内部侵蚀临界流速计算公式。

通过试验数据，验证了该公式的合理性。

1 理论方法

1.1 可动颗粒受力分析

如图 1 所示，A、B 为粗颗粒，C、D 为可动颗粒，

A、B、C 颗粒的圆心分别为 O3、O2、O1，M 为可动

颗粒 C 与粗颗粒 B 的接触点，可动颗粒 C 半径为 R。
当渗流引起土体内部侵蚀时，可动颗粒在粗颗粒形成

的孔隙通道中发生移动并被带出。β 为 O1、O2 的连

线与垂直方向的夹角，用Δ表示可动颗粒C的暴露度。

因此，可动颗粒 C 的相对暴露度 Δ＇表示为：

                              Δ＇ =Δ/ R                                 (1)
由图 1 可知，相对暴露度 Δ＇与夹角 β 的几何关

系可表示为：
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渗流过程中，细颗粒 C 所受上举力 FL，拖曳力

FD，重力 G，渗流力 F 由以下各式计算。
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式中，ρs 为可动颗粒干密度 (kg/m3)，为水的密度

ρw(kg/m3)，d 为可动颗粒 C 粒径 (m)，v 为渗透流速

(m/s)，CL 为上举力系数，取 0.1，CD 为阻力系数，

取 0.4[13]，i 为水力梯度，γw 为水的重度 (N/m3)，k
为渗透系数 (cm/s 或 m/s)，e 为孔隙比。 

太沙基 [19] 给出了渗透系数计算式，d10 为小于

某粒径颗粒含量为 10% 所对应的颗粒粒径，这个公

式中 d10 以 mm 计算，算出的 k 值单位取 cm/s。故

当 k值单位取m/s时，k=0.02d10
2e2，d10 仍以mm计算。

所以渗流力 F 可表示为：
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1.2 可动颗粒受力平衡

如图 1 所示，分析可动颗粒 C 起动瞬间，受到

的各个力对可动颗粒 C 与粗颗粒 B 的接触点 M 的

力矩平衡，可得力矩平衡方程如式 (9) 所示。

sinGR -b sinF FL + +a^ sin sinF RD a b -g
cos cosF R -a b cosFD a 3 cosR R+ bb l 0 0Fn #+ =    (9)

式 (9) 中，R 为可动颗粒 C 半径 (mm)，α 为拖

曳力 FD 与渗流力 F 与水平方向的夹角，β 为圆心

O1，O2 连线与垂直方向的夹角。

1.3 渗流引起的内部侵蚀临界流速的计算公式

由 (9)可知，当可动颗粒C所受拖曳力、上举力、

渗透压力产生的力矩大于重力产生的力矩时，颗粒

起动，此时对应的流速即为渗流条件下土体内部侵

蚀的临界流速。将各力的表达式代入式 (9)，并化简，

可得到一个关于流速 v 的一元二次方程：
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图 1 可动颗粒 C 的相对位置及受力分析

Fig.1 Relative position and force analysis of movable particle C
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用相对暴露度 Δ＇与夹角 β 的几何关系式 (2)、
(3)，表示式 (10) 所示方程的系数 a、b、c 可得：
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显然，a<0，b<0，c<0，故有 ac<0，b2- 4ac>b2>0，

所以： v1 = 2
4

a
b b ac2- -+

< 0  ( 略去 )，     
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4
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因此，土体内部侵蚀临界流速的计算公式为：

                v = 2
4

a
b b ac2- -+                        (14)

2 相对暴露度对临界流速影响

本文在式 (11)—(14) 中给出了临界流速计算公

式，依据公式可以得出相对暴露度与临界流速的关

系。如图 2 所示，采用 Ahlinhan[20] 试验中 A1 与 E1
试样的试验参数，不同渗流角度下临界流速随相对

暴露度变化曲线。从图中可以看出，在试样 A1 与

E1 基础上计算得到的，土体参数对临界流速的影响

规律是比较一致的。相对暴露度与临界流速正相关，

即在同一渗流角度下，临界流速随颗粒相对暴露度的

增加而增加。由本文第二节的颗粒受力分析可知，相

对暴露度越大时，可动颗粒距离粗颗粒的上顶点越远，

重力到可动颗粒与粗颗粒接触点的力臂越大，需要更

大的力来克服重力力矩，此时的临界流速也越大。

从图 2 还可以看出，与 Richards[21] 不同渗流

角度下土体临界流速存在差异的结论是一致的。当

α=90°时，曲线斜率趋近于 0，随着相对暴露度的增

加，临界流速增量很小，此时相对暴露度对临界流

速影响不大；当 α=0°时，曲线斜率趋近于 1，临界

流速随相对暴露度变化明显。相对暴露度影响颗粒

起动时的力臂大小，从而影响力矩，而随着渗流角

度增大，可动颗粒所受拖曳力与渗透压力方向趋于

竖直，当渗流角度达到 90°时，颗粒起动只需要克

服重力，不需要克服重力的力矩，此时相对暴露度

的影响很小。

3 算例与分析

在研究渗流条件下的土体内部侵蚀临界流速时，

本文以 d15 作为可动颗粒的代表粒径 [22]，相对暴露

度取值为 0.2，即相对暴露度小于 0.2 的，粒径等于

d15 的土颗粒起动时对应的流速，为渗流条件下土体

内部侵蚀的临界流速。本文依据式 (11)(14) 计算内

部侵蚀临界流速时，取 d=d15，ΔΔ＇ =0.2。本文选取

国内外学者的部分研究成果，将本文计算所得渗流

条件下内部侵蚀临界流速与试验中测得的数据进行

对比分析，以验证临界流速计算公式的合理性。

图 2 相对暴露度与临界流速关系

Fig.2 Relative exposure and critical flow rate
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Skempton 等 [23] 试验结果表明，土样 A、B 受

到渗流引起的内部侵蚀破坏，细颗粒被带出土体。

土体参数如表 1所示。当试验流速为 0.099 9 cm/s时，

土样 A 顶部开始有土颗粒被水流带出，同样流速为

0.107 9 cm/s 时，土样 B 也受到水流侵蚀，较细的

土颗粒被带出土体；而本文计算的土样 A、B 的临

界流速分别为 0.088 5 cm/s、0.113 9 cm/s，与试验测

得的临界流速是比较接近的。Ahlinhan 等 [20] 对五种

不同级配的无粘性土开展渗透试验，土体参数如表

1 所示。试验测得土样 A1 的临界流速为 0.03 cm/s，
本文计算值为 0.030 1 cm/s，两者非常接近。当流速

为 0.16 cm/s 时，试验测得的土颗粒流失质量与水流

流速出现剧烈增加，此时土体发生内部侵蚀，本文

计算值 0.149 8 cm/s 略小于试验值。

徐波琴等 [24] 开展了垂直向上的砂砾石渗透试

验，当渗透流速为 0.032 cm/s 时，达到颗粒起动的

临界条件，土体受到侵蚀。姚志雄等 [25] 测定了五组

砂样垂向渗流作用下的临界流速，临界流速范围约

为 0.24 ～ 0.8 cm/s。
本文依据公式 (14) 计算得到各组试样内部受到

侵蚀时的临界流速，与各个试验测得的临界流速对

比如图 3(a) 所示。试验土体用到的计算参数如表 1
所示。由图 3(a) 可以看出，本文的结算结果与试验

测得的数据，具有较好的一致性 (R2=0.98)。但是，

图中部分数据点位于直线上方，即临界流速的试验

值大于计算值，反映了理论计算与试验之间的差异。

这种差异可能是土体受到侵蚀时，局部渗漏通道阻

塞造成的。陈亮等 [12] 开展了若干组砂土渗透试验，

发现试样 A2，A3 在试验过程中产生颗粒堆积。试

验值与计算值对比结果如图 3(b) 所示。试样 A1，
A4，C1 的试验临界流速与计算值契合度较好，而

试样 A2，A3 的数据点位于直线上方，表明试验测

表 1 试验土体参数

Tab.1 Test soil parameters

文献 土样编号
渗流角度

/°
土颗粒密度
ρs/(kg·m-3)

可动颗粒粒径
d15/m d10/mm 孔隙比 e

Skempton 
and Brogan A 90 2 820 0.000 60 0.300 0.520

B 90 2 820 0.000 90 0.300 0.590
Ahlinhan A1 90 2 650 0.000 20 0.124 0.771

E1 90 2 650 0.000 53 0.356 0.599
徐波琴 90 1 880 0.000 33 0.240 0.497
姚志雄 B1 90 2 633 0.000 92 0.764 0.577

B2 90 2 633 0.000 90 0.796 0.541
B3 90 2 633 0.000 60 0.478 0.499
C2 90 2 633 0.000 94 0.909 0.508
C3 90 2 633 0.001 00 0.740 0.667

(a)                                                                                                 (b)
图 3 临界流速计算值与试验值对比

Fig.3 Comparison of the calculated values of the critical flow rate and the experimental values

陈亮等：考虑相对暴露度的无粘性土临界流速计算方法探讨



河 北 工 程 大 学 学 报 （自 然 科 学 版）58 2019 年

得的临界流速大于计算值。因此，可动颗粒的堆积

使土体孔隙通道受阻，导致试验测得的临界流速偏

大的可能性较大，Reddi[26] 与 Richards[27] 在研究中

也得出类似结论。

4 结论

依据本文公式计算的临界流速，与试验中测得

的临界流速数据较为一致，证明本文临界流速计算

公式较为合理。本文公式能够较好地解释渗流引起

的土体侵蚀过程，以及土体侵蚀过程中的颗粒堆积

和通道阻塞现象。
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