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含分数阶导数的力学元件，较好地反映岩石流变的

非线性渐变过程。陈亮等 [4] 借鉴经典元件建模的思

路，提出了统一采用分数阶微积分形式表达的四元

件非线性黏弹塑性流变模型，并给出了该模型的本

构方程及蠕变方程。

大部分学者 [5-8] 在采用分数阶微积分理论来建

立岩石蠕变本构关系的过程中，通常采用分数阶黏

滞体与经典元件组合的方法，即将经典黏滞体替换

为分数阶黏滞体。但在模型建立过程中，大多基于

分数阶的微分阶次在 0 ～ 1 之间，很少考虑采用微

分阶次大于 1 来模拟加速蠕变阶段。并且在模型的

建构过程中，通常将微分阶数看作常数，不能用同

一元件来描述岩石蠕变的衰减、稳定阶段或者加速

阶段，模型参数较多。因此，本文为使分数阶黏滞

体得以改进，一方面综合考虑应力对岩石蠕变特性

的影响，应力为常规分数阶黏滞体中的微分阶数的

变量，取值范围依次对应岩石蠕变的不同阶段；另

一方面采用常规的分数阶黏滞体代替理想黏塑性体

中的经典黏滞体，得到改进的理想黏塑性体。最后，

以串联的方式，将改进的分数阶黏滞体、改进的理

想黏塑性和经典弹性体依次连接，得出并验证非定

常分数阶微积分的岩石蠕变模型。

1 改进的分数阶黏滞体  

1.1 分数阶微积分基本定义

分数阶微积分有助于有效建立岩石流变本构模

型 [9]。分数阶微积分定义范围较广，本文所采用的理

论基础为 Riemann Liouville 型微积分算子理论 [10-11]，

函数在可积区间上的阶积分数学表达式为：
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式中：γ 为微分阶数，0 < γ < 1，且 n－1 < γ < n；

Г(γ) 为伽马函数，当 γ > 0 时，Г(γ) 定义为：

                       Г(γ) = ∫0
∞ tγ-1e-tdt                             (4)

以上分数阶微积分的 Laplace 变换公式为：
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式中：f (p) 为 f (t)Laplace 变换。

1.2 分数阶黏滞体

分数阶黏滞体的本构关系为：

                         
d
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式中：σ 为应力；ε 为应变；t 为时间；γ 为分数阶微

分阶数；ηγ 为黏滞系数。

由式 (6) 可知：当 γ = 0 和 γ = 1 时，分数阶黏滞

体可分别代表理想弹性体和理想流体材料；当 0 < γ 
< 1时，可描述性质介于两者之间的材料的力学特性。

根据这种表述方式，分数阶微积分黏滞体如图1所示。

图 1 分数阶黏滞体

Fig.1 Fractional viscous body

基于 Laplace 代换原理，在应力 σ 维持稳定不

变时，对 (6) 式进行双侧分数阶积分，可得分数阶

黏滞体蠕变方程
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图 2 分数阶黏滞体的蠕变曲线

Fig.2 Creep curves of fractional viscous body

在应力不变的情况下，γ 发生变化时，蠕变

曲线的变化趋势也随之改变，取 σ = 20 MPa，

ηγ = 4 000 MPa·hγ 根据式 (7) 可得到分数阶黏滞体在
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γ 取不同值时的一组蠕变曲线，如图 2 所示。

如图 (2) 所示：γ = 0 和 γ = 1 对应理想固体和理

想流体的蠕变特征；0 < γ < 1 和 γ > 1，分别对应减

速蠕变及加速流变特性，且当 γ > 1 时，应变及应变

速率得以显著增大。

1.3 非定常微分阶次分数阶黏滞体

在同一蠕变模型中，传统的分数阶黏滞体只能

固定微分阶次，只能模拟岩石流变的前两阶段或者

加速阶段。除此之外，应力水平也无法与常规分数

阶黏滞体中的微分阶数有效联系，即常规分数阶黏

滞体缺少一定的岩石力学意义。本文基于分数阶微

积分理论，提出一种非定常微分阶次的分数阶黏性

元件，微分阶次可随应力改变而改变。岩石的加速

蠕变阶段只有在岩石所受应力水平超过屈服应力时

才会发生，故本文假定分数阶微分阶次 γ 与应力 σ
之间存在如下关系：

                 expb $=c
0
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v
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式中：σs 为岩石的屈服极限；σ0 为单位应力，取为 1，
量纲与 σ 相同；b 是与岩石性质有关的正实数。

结合图 (2) 及式 (8) 可知，当时 σ > σs，γ > 1，
可模拟岩石加速蠕变阶段；当 σ ≤ σs 时，0 < γ < 1，
可模拟岩石的衰减和稳态蠕变阶段。改进的分数阶

黏滞体模型如图 3 所示。

(1) 当 σ ≤ σs 时，模型的状态方程为：
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式中：σ 和 ε 分别为模型的总应力和总应变；

σi(i=1，2) 为模型第 i 部分的应力；εi(i=1，2) 为模型

第 i 部分的应变。

由式 (7) 和式 (8) 可知，第 1 部分的蠕变方程为
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对于第 2 部分，其蠕变方程为
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(2) 当 σ > σs 时，模型的状态方程为：
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前两部分的蠕变方程与 σ ≤ σs 时一致。由式 (9)
可知，第 3 部分的蠕变方程为
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由此可知：σ ≤ σs 时的模型蠕变方程为：
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σ > σs 时的模型蠕变方程为：
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图 3  改进的分数阶黏滞体

Fig.3  Modified fractional viscous body

2 岩石非线性流变模型建立

将理想黏塑性体中的黏滞体替换为分数阶黏滞

体 (0 < γ < 1)，即可得到改进的理想黏塑性体，其应

力 - 应变关系满足下式： 
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如图 4所示，为较好地描述岩石蠕变的全过程，

本文以串联的方式，得出一种新型非线性流变模型，

即将前面提出的变分数阶微积分黏滞体、改进的理

想黏塑性体及弹簧进行连接，得到新的非线性流变

模型，如图 4 所示。由图 4 可见：非线性模型由变

分数阶黏滞体 ( 第 1 部分 )、弹性体 ( 第 2 部分 ) 和
改进的理想黏塑性体 ( 第 3 部分 ) 组成。当 σ ≤ σs 时，

第 3 部分为刚体，对本构模型没有影响。由式 (8)
可知第 1 部分的 0 < γ < 1，可描述岩石的前两阶段；

当 σ > σs 时，第 3 部分的开关打开，其可描述岩石

的衰减、稳态蠕变阶段。由式 (8) 可知此时第 1 部

分的 γ > 1，可描述岩石的加速蠕变阶段。

图 4 非线性黏弹塑性蠕变模型

Fig.4 Nonlinear viscoelasto-plastic creep model
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3 非线性流变模型的试验验证

本文采用李栋伟等 [12] 的软岩蠕变试验数据以及

吴斐等 [13] 的试验数据分别对 σ ≤ σs 和 σ > σs 的蠕变

模型进行参数反演，给出在不同参数条件下蠕变理

论曲线。并在 σ > σs 时与西原体模型及徐卫亚等 [14]

提出的河海模型进行对比分析，验证该模型的准确

性及合理性。

李栋伟等的试验数据表明：σ ≤ σs 时，正应力为

3.2 MPa，屈服应力为 3.24 MPa。基于最小二乘法

原理，采用自定义函数的方法对试验曲线进行拟合，

计算出岩石流变力学参数 ( 见表 1)，拟合曲线和试

验曲线对比情况见图 5。由图 5 可知，拟合曲线与

试验结果吻合较好。

当σ > σs时，采用流变曲线分解法进行曲线拟合，

可得本文模型、西原体模型及河海模型的力学参数

( 见表 2)，对应的拟合曲线见图 6。
如图 6 所示，本文得出的非线性流变模型模拟

曲线，能够与实际试验结果很好吻合，岩石蠕变的全

过程能够通过本文所建模型有效模拟，模型克服了西

原模型只能描述蠕变第Ⅰ、Ⅱ阶段的不足。此外，本

文的模型与徐卫亚提出的河海模型相比，拟合曲线基

本重合，但本文模型参数相对较少，这进一步说明了

本文提出的模型的可行性、准确性以及简洁性。 范围能够与岩石蠕变的不同阶段相对应。

2) 建立非线性黏弹塑性蠕变模型，并给出相应

的蠕变方程。该模型结构简单，模型参数相对较少。

3) 用相关文献的岩石蠕变试验数据对本文提出

的模型的合理性进行验证，拟合结果表明，本文提

出的非线性蠕变模型能够更好地模拟岩石蠕变的全

过程，具有较高的准确性和可行性。

表 1 模型参数 (σ ≤ σs)

Tab.1 Parameters of models(σ ≤ σs)

σ/MPa
模型参数

η1/MPa.h b E/GPa
3.2 173.578 9 0.155 6 2 357.4

表 2 模型参数 (σ > σs)

Tab.2 Parameters of models(σ > σs)

蠕变模型
模型参数

E/ MPa E1/ MPa E2/ MPa E3/ MPa η1/(MPa.h) η2/(MPa.h) η3/(GPa.h) n b γ
本文模型 7.16 - - - 1 997 671 47.21 - - 1.35 0.71
西原模型 - 7.16 59.14 - 43.59 30.73 - - - -
河海模型 - 7.16 6.35 179.12 56.35 37.77 29 291 5.84 - -

图 5 拟合曲线与试验数据对比图 (σ ≤ σs)
Fig.5 Comparison between fitting curves and test data(σ ≤ σs)

图 6 不同蠕变模型拟合曲线对比图 (σ > σs)
Fig.6 Comparisons of fitting curves of different creep 

models(σ > σs)

4 结论

1) 基于常规的分数阶黏滞体模型，将分数阶的

微分阶次看做非定常数，建立微分阶次与应力与 σ
的关系式，提出改进的分数阶黏滞体模型体。当应

力改变时，微分阶次随之改变，且微分阶次的取值
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3) 隐晶高岭石团块为硅铝质玻屑蚀变产物，由

于经受了盆底水流改造作用，其蚀变作用现象已经

消失殆尽。

参考文献：

[1] 张慧 . 煤系地层中高岭石的形态 - 成因类型 [J]. 矿物学

报，1992，(1)：53-57.

[2] 刘钦甫，张鹏飞 . 华北晚古生代煤系高岭岩物质组成

及成矿机理研究 [M]. 北京：海洋出版社，1997.

[3] 何仕 . 大同塔山煤矿粘土岩的特征及成因 [J]. 中国煤炭

地质，2006，18(3)：23-25.

[4] 霍舒婷 . 大同矿区煤系高岭岩矿物特性与赋存规律的

研究 [D]. 太原：太原理工大学，2013.

[5] 张统军，刘钦甫，王国新 . 山西 - 大同煤田石炭二叠纪

煤系高岭岩资源评价与利用 [M]. 太原：山西人民出版

社，2015.

[6] 梁绍暹，姚改焕，刘金芳 . 华北石炭─二叠纪煤系火

山灰蚀变粘土岩夹矸中石英的研究 [J]. 西北大学学报：

自然科学版，1996，(03)：26-29.

[7] 王水利，梁绍暹 . 山西大同小峪煤矿煤系粘土岩夹矸地

球化学特征 [J]. 煤田地质与勘探，2011，39(6)：6-10.

[8] 常青 . 大同煤田石炭 - 二叠系中高岭岩物质组分和形成

条件的初步研究 [J]. 地质论评，1985，31(5)：437-445.

[9] 朱如凯，张运东 . 晋北晚古生代煤系高岭岩成因模式

研究 [J]. 岩相古地理，1997，(1)：11-21.

( 责任编辑  李新 )
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(b) 石英砂粒叠瓦状排列，箭头指示流水方向。VQ：火山石英；Kln：高岭石；Bt：黑云母

图 4  原地沉积与流水搬运特征照片 ( 样品号：33 和 35)
Fig.4 In-situ deposition and flow handling feature (sample numbers：33 and 35)
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