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基于数值积分的橡胶坝坝袋曲线计算与绘图程序研究

简新平 1，2

(1. 又石大学  大学院，韩国  全州；2. 河北工程大学  水利水电学院，河北  邯郸  056038)

摘要：针对橡胶坝坝袋曲线的计算效率低、精度有限等问题，基于数值积分，应用梯形法、龙贝

格算法求解第一、第二类椭圆积分并用于橡胶坝的坝袋计算。两种方法用来求解椭圆积分，在一

定的内外压比和等分数等条件下，计算不完全椭圆积分， 可以达到非常高的精度。通过 AutoCAD 
Automation 技术实现了坝袋曲线的自动绘制。计算结果给出了比相关规范更加精确的坝袋曲线。

因此，数值积分为橡胶坝技术研究提供了更加准确的数值模型。
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Abstract：The calculation of rubber dam bag is low in efficiency and limited in precision. For the 
limitation and shortage，this paper puts forward the calculation method of the rubber dam bag based on 
numerical integration，and uses two numerical integration methods to solve the first and second types of 
elliptic integral and apply them to the calculation of rubber dam bag. The two methods have achieved high 
precision. The program compiled by the algorithm can calculate the parameters and coordinates of dam 
bags accurately and quickly，and automatic drawing of rubber dam bag curve is realized by AutoCAD 
Automation technology. The research provides effective technical support for the technical research and 
comparison of rubber dam. 
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橡胶坝以其造价低、工期短以及跨度大等优点，

广泛应用于园林景观、城市水利、防洪治河、航运、

供水、生态环境改善等工程中。橡胶坝工程能否充

分发挥效益，与规划、设计等因素密切相关，不合

理的设计将给工程带来不利的影响。因此，诸多研

究人员在不断地进行橡胶坝技术研究 [1-8]。相关规范

也规定，橡胶坝的布置、坝袋的充坝介质以及坝袋

的内、外压比值等，应经技术经济比较后确定 [9]。

然而，橡胶坝坝袋的计算涉及第一、第二类椭圆积

分。这类积分目前尚无解析解，一般以查表或近似

计算公式来求解，其精度受到限制。相关规范给出

的查表法只能计算特定的坐标点，不能为坝袋应力

有限元计算 [6-7]、坝袋振动分析 [8] 等研究提供更精

准的几何模型。此外，查表法还有效率低、易出错、

不利于绘图等缺点，橡胶坝的经济和技术比较，需

要各种坝袋设计方案，而查表法不能迅速生成。显然，

随着技术的进步，查表法已经不能满足橡胶坝技术

研究、方案比较等设计任务的更高要求。
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基于上述情况，本文提出了基于数值积分的橡

胶坝坝袋计算方法，应用两种数值积分方法求解第

一、第二类椭圆积分，并用于橡胶坝的坝袋计算。同

时，本文给出了橡胶坝坝袋计算的程序流程图，编写

了相应的程序，不但克服了查表法的缺点，实现了坝

袋参数和坐标的自动、准确计算，还通过 AutoCAD 
Automation 技术实现了坝袋曲线的自动绘制。

1 橡胶坝坝袋计算的内容

橡胶坝坝袋分为充水式与充气式两种类型，如

图 1 所示，计算内容包括：坝袋径向拉力、坝袋环向

各部分尺寸、坝袋单宽容积、坝袋堵头轮廓坐标 [9]。

计算工况为上游水深等于坝高，下游无水的情况。

限于篇幅，本文主要以充水式坝袋为例。
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, 2F k rb l， , 2E k rb l分别为第一、第二类完全

椭圆积分。
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坝袋横断面曲线坐标按下列公式计算：

上游坝面曲线段坐标
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下游坝面曲线段坐标
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其中，F(k，φ1)，E(k，φ1) 分别为第一、第二类

不完全椭圆积分。
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式 (9)、(10) 表示第一、第二类不完全椭圆积分，

式 (5)、(6) 表示第一、第二类完全椭圆积分，是坝

袋曲线计算的关键。但它们的值不能用初等函数来

表示，常用的计算方法有二项式展开法、兰登变换

法、高斯算术 - 几何平均数法和卡尔松方法等。椭

圆积分表利用二项式展开法计算得到，文献 [10] 给
出了完全和不完全椭圆积分表，但只有有限的一些

积分值，对于表中没有列出的值，通过内插计算则

得不到准确值 [11]。二项式展开法需要展开至高次项

才能达到理想的精度，十分繁琐，不利于编程实现，

而 Matlab 等数学软件采用高斯算术 - 几何平均数法、

卡尔松方法等方法，需要降低计算精度才能提高计算

(b) 充气式

图 1 橡胶坝坝袋的类型

Fig.1 Types of rubber dam bags

(a) 充水式

坝袋径向计算强度：

                   
2
1T = c 2

1 H1
2-ab l                         (1)

式中，T 为坝袋径向计算强度，γ 为水的容重，坝袋

内、外压比
H
H
1

0=a ，H0 为坝袋内水压力，H1 为设

计坝高。

上游坝面曲线段长度 S1、下游坝面曲线段长度

S 分别按下列公式计算：
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速度 [12]，并且，如果调用 Matlab 等软件，将不利于

橡胶坝坝袋计算程序的独立性、实用性，也不易实现

AutoCAD 图的自动绘制。

为实现简单而有效的椭圆积分计算，本文尝试

用梯形法、龙贝格算法两种数值积分算法分别计算

椭圆积分，并应用于实用的坝袋计算和绘图程序。

数值试验结果表明，两种数值积分算法都能达到足

够的精度，坝袋计算结果与规范吻合，且程序能提

供多于规范给出的任意数量的坝袋曲线坐标点。

2 第一、第二类椭圆积分的数值求解

数值积分是求解原函数积分问题的有效方法，

近年来在闸室底板结构动力响应分析 [13]、边坡可靠

性分析 [14] 等方面都有具体应用。数值积分的方法有

梯形法、辛甫生法、柯特斯法、龙贝格算法等 [15]。

本文采用梯形法、龙贝格算法分别计算椭圆积分，

比较、验证计算结果。梯形法算法简单实用，利于

编程，但精度较其它算法低，而通过提高积分区间

的分段数量可以控制精度，重点要研究并给出满足

坝袋计算精度所需要的分段数量。龙贝格算法是变

步长加速算法，以梯形法为基础，收敛速度快，精

度高，但算法相对复杂，重点要研究这一算法在椭

圆积分计算中的实现。

2.1 梯形法数值积分

对于积分 I = ∫a

b
 f (x)dx，将积分区间分为 n等分，

h 为每一等分的长度，xk =a+kh，梯形法数值积分公

式为

           
2T h

1
n

k

n

=
=
/ f x f x1k k+-] ]g g6 @                    (12)

将等分数 n 加倍，则梯形法的误差减至原有误

差的 1/4[15]。

对第一、二类完全椭圆积分 , 2F k rb l和 , 2E k rb l，
其积分区间的范围大于不完全椭圆积分的积分区间

范围。因此，研究数值积分的精度时，只需要研究

完全椭圆积分计算的精度。规范规定，充水式橡胶

坝内、外压比 α 值宜选用 1.25 ～ 1.60。取 α=1.25、
1.3、1.4、1.5、1.6，分别用不同的等分数 n，按

(12) 式计算 , 2F k rb l和 , 2E k rb l，并用下式计算收

敛误差。

                      T T1n n= -f +
                             (13)

得到按梯形法数值积分时， , 2F k rb l和 , 2E k rb l 

的收敛误差与等分数 n 的关系，如图 2(a)、(b) 所示。

由图 2 可知：

(c) α=1.25 时， , 2F k
rb l收敛误差与 n 的关系

图 2 收敛误差与等分数 n 的关系图

Fig.2 Relation between convergence error and the number n 
for equally dividing

(a) , 2F k
rb l的收敛误差与 n 的关系

(b) , 2E k
rb l的收敛误差与 n 的关系
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(1) 梯形法数值积分时， , 2F k rb l和 , 2E k rb l的
收敛误差随等分数 n 的增大急剧减小。

(2)α 越 小， 收 敛 速 度 越 慢。 当 α=1.25 时，

, 2F k rb l的收敛误差随等分数 n 的增大而减少的速

度最慢。

(3) 放大坐标系，得到 α=1.25 时， , 2F k rb l的
收敛误差随等分数 n 变化的关系图，如图 2(c) 所示。

可以看出，当 n ≥ 40 时，在收敛误差减少速度最慢

的情况下，收敛误差也能接近 10-15。事实上，计算

结果表明，当 n ≥ 40 时， , 2F k rb l和 , 2E k rb l的收

敛误差已经小于 10-15。

因此，对于充水式坝袋，只要 n ≥ 40，用梯形

法数值积分计算 , 2F k rb l和 , 2E k rb l，可以达到非

常高的精度。数值试验表明，对于充气式坝袋，当

n ≥ 100，也可以达到同样高的精度。考虑到通用性，

用梯形法数值积分计算椭圆积分时，建议等分数 n
取 100。

2.2 龙贝格算法数值积分

梯形法具有 1 次代数精度，而龙贝格算法具有

7 次代数精度。龙贝格算法利用变步长加速计算的方

式，从较少的等分数 n 开始，再逐步将 n 加倍，以

较少的等分数 n 得到较高的精度。递推计算过程为：

(1) 取等分数 n=1，按 (12) 式计算梯形法的值 Tn。

(2)h 减半，按下式计算 n 加倍后的 T2n。

    
2
1T T h2n n= + f

1k

n

=
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(3) 按加速公式计算 Sn、Cn 和 Rn。
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(4) 精度控制，对于指定精度 ε，若 |R2n-Rn|< ε，
取 R2n 为所求积分值。否则，将 n 再加倍，返回第

(2) 步重新计算。

根据上述过程，不难绘出龙贝格算法的流程图，

并写出相应的代码。值得注意的是，n=1 时，Sn、Cn

和 Rn 没有计算值。为了使程序简洁有效，在这一步

取 S2n=C2n=R2n=0，并在后面传递给 Sn、Cn 和 Rn。这

样，可以使前几步的算法和 n>8 以后的算法保持一

致，避免了多个 IF 判断语句，大大简化了代码，提

高了运行效率。

数值试验表明，上述算法效率和精度确实较高。

分别令 f(x)=
1 sin
1
k x2 2-

和 f(x)= 1 sink x2 2- 来计

算 , 2F k rb l和 , 2E k rb l，在 Excel VBA 中运行代码

立刻能得到积分结果，运行时间不超过 1 秒。此外，

将 n 从 2 加倍到 32，龙贝格算法的结果即可达到梯

形法 n=100 时的精度。可见，龙贝格算法加速效果

明显。

综上所述，两种数值积分算法都能满足第一、

第二类椭圆积分数值计算的要求，可以根据编程条

件选用。

3 坝袋计算与绘图程序的实现

3.1 程序的开发和运行环境

考虑到工程设计中广泛使用 Excel，坝袋计算与

绘图程序选择 Excel VBA 作为程序开发和运行环境。

选择 Excel VBA 编程的主要优点有：(1) 可以非常

方便地在 Excel 工作表中建立直观的程序界面；(2)
程序的计算结果可以直接输出到 Excel 工作表，便

于工程人员使用；(3)Excel VBA 可以借助 AutoCAD 
Automation 技术，将计算得到的坝袋尺寸数据发送

到 AutoCAD，实现自动化绘图。

3.2 程序的流程图与核心代码

根据式 (1)—(17)，可以实现坝袋计算程序，程

序的流程图如图 3 所示。

程序的核心代码除前面的数值积分代码外，还

有以下关键点：

(1) 对 Excel 单元格数据的读写，调用表格

Sheet 的 Cells(i，j) 属性实现，Cells(i，j) 表示第 i 行、

第 j 列的单元格。

(2)Excel VBA 启动 AutoCAD，采用如下方式：

Dim Acad As AcadApplication’声明变量

Set Acad = New AcadApplication’启动新的 Auto 
CAD 进程
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Acad.Visible = True’使 AutoCAD 可见

采用 New 关键字启动新的 AutoCAD 进程，比

采用 CreateObject 函数要简洁有效。

(3)Excel VBA 在 AutoCAD 中绘图，一般调用

ModelSpace 的 AddLine、AddArc、AddSpline 等方法

实现。

4 程序的应用验证

坝袋曲线的形状和精度主要受内、外压比控制，

与坝高无关 ( 规范中的坝袋计算表给出的也是与坝

高无关的相对坐标值 )，所以，程序的验证只取某一

坝高的情况即可 ( 事实上，对于规范允许的所有坝

高，程序都能给出正确的结果和图形，在此不赘述 )。
因此，为验证上述算法的精度和程序的正确性，

在规范规定的内、外压比 α 的取值范围 1.25 ～ 1.60
内，分别取 α=1.25、1.3、1.4、1.5、1.6，应用程序

计算并绘出 2.5 m 坝高的坝袋曲线，如图 4 所示。

同时，利用规范查表法，计算每个值对应的坝袋下

游面坐标点，也绘制于图 4 中。

图 4 表明，对于每个值，利用规范查表法计算

的坝袋下游面坐标点，完全落在程序计算的坝袋曲

线上。程序计算的数据，在小数点后面的前 4 位与

规范查表法计算的数据完全一致 ( 查表法只精确到

了小数点后的第 4 位 )。而对于上游面的圆弧，程

序计算的圆心角、半径等参数也都与规范公式计算

的结果吻合。

由此可见，本文提出的算法和相应的程序完全

符合规范。此外，规范只给出了有限数量的坝袋曲

线坐标点，但程序可以通过改变下游曲线的分段数，

获得任意数量的坝袋曲线坐标点，这能为坝袋应力

有限元计算、振动分析等研究提供更加精准的几何

模型。

5 结论

本文利用数值积分方法求解第一、第二类椭圆

积分，实现了橡胶坝坝袋计算程序。程序能快速、

准确计算坝袋参数，并自动在 AutoCAD 中绘制坝

袋曲线。应用结果表明，程序计算的数据与规范查

表法计算的数据完全一致，计算结果符合规范要求。

本文方法克服了查表法的缺点，值得在橡胶坝设计

中推广应用。
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图 4 不同内、外压比 α 的坝袋曲线

Fig.4 Dam bag curve with different internal and external pressure ratios α


