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摘要: 基于最大能量耗散率原理的黄土弹塑性本构模型,设计出获取该模型参数的室内试验方

案,并以泾阳南塬为研究区域,研究不同含水率下 Q3 马兰黄土本构参数的取值范围和硬化函数

的形式。 研究结果表明:泾阳南塬 Q3 马兰黄土塑性剪应变的硬化函数呈双曲线型,其参数 a 取

值范围在 0. 002 至 0. 02 之间,参数 b 在
 

0. 01 至 0. 05 之间;塑性体应变的硬化函数呈三次函数

型,其参数 m1、m2、m3 取值在 0. 001 至 1 之间;体积模量 K 取值在 40
 

MPa 至 130
 

MPa 之间,剪切

模量 G 取值在 20
 

MPa 至 60
 

MPa 之间;与试验数据对比验证,该本构模型通过试验方案取得的参

数,可以准确地描述泾阳南塬 Q3 马兰黄土的应力应变关系。
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Abstract:
 

The
 

traditional
 

loess
 

constitutive
 

model
 

is
 

mainly
 

composed
 

of
 

elastic
 

model
 

and
 

elastic-plas-
tic

 

model.
 

However,the
 

assumption
 

of
 

elastic
 

model
 

on
 

soil
 

is
 

too
 

simple,and
 

the
 

elastic-plastic
 

model
 

sometimes
 

does
 

not
 

meet
 

the
 

law
 

of
 

thermodynamics.
 

Therefore,the
 

loess
 

constitutive
 

model
 

for
 

elastic-
plastic

 

deformation
 

based
 

on
 

the
 

principle
 

of
 

maximum
 

energy
 

dissipation
 

rate
 

is
 

more
 

rigorous.
 

Based
 

on
 

the
 

constitutive
 

model,a
 

laboratory
 

test
 

scheme
 

was
 

designed
 

to
 

obtain
 

the
 

parameters
 

of
 

the
 

model.
 

Taking
 

Southern
 

Jing-Yang
 

plateau
 

as
 

the
 

study
 

area,the
 

value
 

range
 

of
 

constitutive
 

parameters
 

and
 

the
 

form
 

of
 

hardening
 

function
 

of
 

Q3
 Malan

 

loess
 

under
 

different
 

water
 

content
 

were
 

studied.
 

The
 

results
 

show
 

that:
 

the
 

hardening
 

function
 

of
 

the
 

plastic
 

shear
 

strain
 

of
 

Q3
 Malan

 

loess
 

in
 

Southern
 

Jing-Yang
 

plateau
 

is
 

hyperbolic,the
 

value
 

of
 

parameter
 

a
 

ranges
 

from
 

0. 002
 

to
 

0. 02,and
 

that
 

of
 

parameter
 

b
 

ran-
ges

 

from
 

0. 01
 

to
 

0. 05;
 

the
 

hardening
 

function
 

of
 

the
 

plastic
 

body
 

strain
 

is
 

cubic,and
 

its
 

parameters
 

m1、
m2、m3

 are
 

between
 

0. 001
 

and
 

1;the
 

volume
 

modulus
 

K
 

ranges
 

from
 

40
 

MPa
 

to130
 

MPa
 

and
 

the
 

shear
 

modulus
 

G
 

ranges
 

from
 

20
 

MPa
 

to
 

60
 

MPa;
 

compared
 

with
 

the
 

experimental
 

data,the
 

constitutive
 

model
 

can
 

accurately
 

describe
 

the
 

stress-strain
 

relationship
 

of
 

Q3
 Malan

 

loess
 

in
 

Southern
 

Jing-Yang
 

plateau
 

by
 

using
 

the
 

parameters
 

obtained
 

from
 

the
 

experimental
 

scheme.
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　 　 在分析黄土应力-应变的关系时,工程上常用

到的本构模型一般分为两类[1-7] :第一类是弹性模

型,主要是将岩土体视为弹性体,从而建立起线性

或者非线性的应力-应变关系,例如 Love 提出线弹

性模型和邓肯等人提出的一些非线性弹性模

型[8] ,但黄土不能简单地被视为弹性或非线性弹

性材料,这些模型在用于单调加载的情况时的结

果得到较为准确,但用于复杂加载的情况时,结果

往往不能符合工程的要求[9-10] ;第二类是弹塑性模

型,以 Drucker 公设和 Iliushin 塑性公设为理论基

础,借由经典塑性力学本构中的屈服条件、流动法

则、硬化规律等几个要素,通过数学推导得到其本

构模型,例如 Lade-Duncan 模型、剑桥模型等[11] ,
但许多学者经过研究和试验后[12-16] ,认为塑性力

学中的几个要素在岩土体本构中往往都是单独确

定的,不够严谨,从而导致在一些应力路径上会出

现违反热力学基本定律的情况[17] 。 西安交通大学

马利锋教授认为应该从热力学第一定律和第二定

律出发,同时将最大能量耗散率原理视为同等的

热力学定律,以此建立起弹塑性增量本构模型,其
本构模型遵循热力学基本定律[18] ,能很好地描述

黄土的应力应变关系。
本文基于前人的研究,选择泾阳南塬为研究

区域,设计出一套适用于基于最大能量耗散率原

理的黄土本构模型的试验方案,确定其硬化函数

的形式,研究在不同含水率下该本构模型参数的

取值范围,并验证模型及参数的准确性。

1　 基于最大能量耗散率原理的黄土弹塑性
本构模型

　 　 本文采用西安交通大学马利锋教授提出的

基于最大能量耗散率原理的黄土弹塑性本构模

型[18] ,其本构模型的基础理论是热力学第一定律

和第二定律,并将最大能量耗散率原理视为等同

的定律。 下文将简单介绍其本构模型的主要

内容。
在小变形假设下,岩土体总应变增量 dεij 可分

为弹性部分 εe
ij 和塑性部分 εp

ij :
dεij = dεe

ij + dεp
ij (1)

　 　 在变形过程中,应满足热力学第一定律和热

力学第二定律:

ρu· = σijε
·

ij - qk,k + ρr· (2)

d
· = ρTω· = ρTs· - ρr· + qk,k -

qk

T
T,k ≥ 0 (3)

式中: σij —应力张量; εij —应变张量; ρ —材料密

度; u· —材料的比内能密度函数,可以用变量 εe
ij 和

T 表示; qk —单位时间内每单位表面积的热量流

出; r· —物体热量或辐射; d
·

—能量耗散率; T —绝

对温度; ω·—比熵产率; s· —熵密度。
假设这个变形是绝热过程( qk = 0)或等温过

程( T,k = 0),只考虑机械能耗散,且变量 ε·e
ij 和 T·

的变化不影响变量 d
·
的变化,联立式(1)、式(2)和

式(3)可得:

d
· = σijε

·p
ij ≥ 0 (4)

　 　 将应力(应变)分解成体积和偏差分量:
σij = sij + σmδij

εij = eij +
1
3
εvδij

ì

î

í

ïï

ïï

(5)

式中: σm —静水应力; εv —体应变; sij —偏应力;
eij —偏应变。

对于各向同性材料的塑性变形,式(4)要求满

足最大能量耗散率原理,并且由于 sii = 0,eii = 0,式
(4)可以重新写成:

d
· = sije·p

ij + σmε
·p

v = max ≥ 0 (6)
　 　 在塑性变形过程中的任何时候,变形能耗散

率与等张变形能耗散率是独立的,但应同时满足

最大能量耗散率。 即塑性变形方向应与相应的应

力方向相同:

depij = sijdη
·

dεp
v = g(σm)dχ

·{ (7)

　 　 等式(7)也就是基于最大能量耗散率原理推

导出来,取代了 Drucker 公设,建立了塑性变形的

流动规律,式中 η·和 χ·的表达式将由试验获得的两

个硬化函数确定:
si = H(epi )

σm = V(εp
v)

{ (8)

　 　 由偏应力强度 si =
3
2
sijsij 和偏塑性应变增

量强度 depi =
2
3

depijdepij 以及试验确定的硬化函数

式(8),重新定义式(7)可以得到:

dη = 3
2

depi
si

= 3
2

dsi
siH′(epi )

dχ =
dεp

v

g(σm)
=

dσm

g(σm)V′(εp
v)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(9)
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　 　 结合式(1)和弹性力学相关公式,增量弹塑性

本构关系为:

deij = deeij + depij =
1

2G
dsij +

3
2

sij
si

dsi
H′(epi )

dεv = dεe
v + dεp

v =
1

3K
+ 1

3V′(εp
v)

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú dσii

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(10)
式中:G—剪切模量,MPa;K—体积模量,MPa。

式(10)即为基于最大能量耗散率原理推导出

的增量弹塑性本构模型。

2　 针对模型参数的试验设计

2. 1　 模型参数

　 　 增量弹塑性本构式( 10) 所需参数为弹性参

数:剪切模量 G 和体积模 K;硬化函数: H(epi ) 和

V(εp
v) 。
通过不同含水率和围压的三轴试验表明,泾

阳南塬 Q3 马兰重塑黄土体呈现应变硬化型特征,
弹性参数参考邓肯-张( Duncan-Chang)模型[8] ,通
过其剪应力-轴向应变关系的曲线计算获得各工

况下的弹性模量 E i 和泊松比 υ ,然后利用弹性力

学相关公式计算获得剪切模量 G 和体积模量 K。
参考简布对压缩试验的研究,拟合获得土体

弹性模量随围压变化的公式:

E i = k·Pa·
σ3

Pa( )
n

(11)

式中:k—拟合参数;n—拟合参数; σ3—围压,kPa;
Pa—标准大气压,101. 4

 

kPa。
在室内三轴试验应力条件下 σ2 = σ3,试样的

应力状态可以由下式表示:

σm = 1
3

(σ1 + 2σ3) (12)

si = σ1 - σ3 (13)
式中: σm —静水应力,kPa; si —剪应力,kPa。

对于应力应变的定义,土的应变状态可以分

解为纯体积应变 εv 和剪切应变 ei (即偏应变不变

量)。 在室内三轴试验应力条件下 ε2 = ε3,试样的

体应变 εv 和剪应变 ei 可以由下面两式表示:
εv = ε1 + 2ε3 (14)

ei =
2
3

(ε1 - ε3) = ε1 - 1
3
εv( ) (15)

式中: ε1—轴向应变,%; ε3—侧向应变,%。
对于弹塑性力学的定义,土的应变状态可以

分解为弹性应变和塑性应变。 假设纯剪切不引起

弹性体积应变,弹性体积应变的变化完全是由于

静水应力增量 σm = 1
3

(σ1 + 2σ3) 引起的[19] 。 通

过三轴加卸载试验,将总体应变 εv 和总剪应变 ei
分解成弹性应变和塑性应变,即对于应变 ε 来说,
卸载前为总应变 ε ,卸载后为塑性应变 εp ,其差值

为弹性应变 εe 。 试样的体应变 εv 和剪应变 ei 可
以由下面两式表示:

εv = εe
v + εp

v (16)
ei = eei + epi (17)

　 　 对于增量弹塑性本构式(10),需要的硬化函

数 H(epi )、V(εp
v) ,在三轴试验的应力应变状态下

可以表示为下面两个函数:

si = H(epi ) = H εp
1 - 1

3
εp
v( )

σm = V(εp
v) = V(εp

1 + εp
2 + εp

3)

ì

î

í

ïï

ïï

(18)

　 　 通过试验得到剪应力 si 和塑性剪应变 epi 的曲

线,呈现双曲线形式,可确定其表达形式为:

si =
epi

a + bepi
(19)

式中:a—拟合参数;b—拟合参数。
对于静水应力 σm 和塑性体应变 εp

v 的曲线,参
考清华弹塑性模型[20]和殷宗泽对大量击实土等向

加载试验的研究结果中硬化参数的确定方法[21] ,
可确定其表达形式为:

σm = pa[m1εp
v - m2(εp

v) 2 + m3(εp
v) 3] (20)

式中: m1—拟合参数; m2—拟合参数; m3—拟合

参数。

2. 2　 针对模型参数的试验方案设计

　 　 工程上黄土含水率范围通常在 5%到 20%之

间[22] ,在此范围内,选定 10%、14%、18%三组含水率,
通过一次性静压力制样法压制干密度为 1. 30

 

g / cm3

的重塑土样,使用英国 GDS 公司生产的非饱和应

力路径的三轴仪进行固结不排水试验,具体试验

工况见表 1。
试验由三部分构成:试验一为工况 JY

 

1-1 到

JY
 

3-3 下正常加载的固结不排水三轴剪切试验,计
算相关弹性参数并确定试样破坏时的应力以便进

行后续试验;试验二为工况 JY
 

1-1 到 JY
 

3-3 下应

力控制的三轴加卸载试验,在试样固结后,进行多

级加卸载,直至试样破坏,加卸载期间不排水,加
卸载速率为 2. 5

 

kPa / min, 拟合确定硬化函数

H(epi ) ;试验三为工况 JY
 

4-1 到 JY
 

4-3 下各向等

压的压缩试验,每加载 100
 

kPa 卸载一次,然后以
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相同的速率重新加载,最高加载至 700
 

kPa,加卸

载速率为 2. 5
 

kPa / min,加卸载期间不排水,拟合

确定硬化函数 V(εp
v) 。
表 1 试验工况

Tab. 1 Test
 

conditions
试验编号 含水率 ω / % 围压 σ3 / kPa

JY
 

1-1 10 100
JY

 

1-2 10 200
JY

 

1-3 10 300
JY

 

2-1 14 100
JY

 

2-2 14 200
JY

 

2-3 14 300
JY

 

3-1 18 100
JY

 

3-2 18 200
JY

 

3-3 18 300
JY

 

4-1 10 各向等压

JY
 

4-2 14 各向等压

JY
 

4-3 18 各向等压

3　 模型参数取值及验证
 

3. 1　 研究区概况

　 　 本文试验所用的试样取于泾阳南塬的 Q3 马

兰黄土,其基本的物理力学指标如表 2 所示。

表 2 泾阳南塬的 Q3 马兰黄土基本物理指标

Tab. 2 Basic
 

physical
 

indexes
 

of
 

Q3
 Malan

 

loess
 

in
 

Southern
 

Jing-Yang
 

plateau

含水率
ω / %

天然密度
ρ / (g·
cm-3 )

干密度
ρd / (g·
cm-3 )

液限
ωL / %

塑限
ωP / %

塑性
指数
IP / %

4. 37 1. 35 1. 29 30. 37 18. 46 11. 91

3. 2　 弹性参数

　 　 由试验一,可得不同含水率下的应力-应变曲

线,如图 1 所示,来确定模型的弹性参数。

图 1 不同含水率的土体应力-应变曲线

Fig. 1 Stress-strain
 

curves
 

of
 

soil
 

with
 

different
 

moisture
 

contents

参考土工试验规范,拟合计算其初始弹性模

量 E i (MPa),其结果见表 3。

表 3 不同围压下不同含水率的初始弹性模量 Ei
 (单位:MPa)

Tab. 3 Initial
 

elastic
 

modulus
 

Ei
 of

 

different
 

moisture
 

contents
 

under
 

different
 

confining
 

pressures

围压 σ3 / kPa 含水率 ω / %
10 14 18

100
 

135. 501
 

4 58. 163
 

4 53. 096
 

4
200

 

138. 962
 

6 64. 656
 

6 58. 704
 

6
300

 

141. 252
 

5 76. 450
 

3 66. 881
 

9

通过拟合计算出的初始弹性模量 E i ( MPa),
按式(11)进行拟合参数 k、n,其拟合结果见图 2,
其结果见表 4。

图 2 不同含水率的土体弹性模量拟合结果

Fig. 2 Fitting
 

results
 

of
 

elastic
 

modulus
 

of
 

soil
 

with
 

different
 

moisture
 

contents

表 4 不同含水率的弹性模量 Ei 的参数 k、n
Tab. 4 Parameters

 

k、n
 

of
 

elastic
 

modulus
 

Ei
 of

 

different
 

moisture
 

contents
含水率 ω / % k n

10 1. 332
 

38 0. 047
 

18
14 0. 562

 

95 0. 248
 

63
18 0. 508

 

57 0. 251
 

50

试验表明,参数 k 取值在 0. 5 至 1. 5 之间,随
含水率增大而逐渐减小;参数 n 取值在 0. 04 至

0. 3 之间,随含水率增大而增大。
参考土工试验规范计算得出泾阳南塬 Q3 马

兰黄土在不同固结围压下的泊松比 υ 值近似相等,
结果如表 5 所示。

通过弹性力学相关公式,计算获得体积模量

K、剪切模量 G。 试验结果表明,泾阳南塬 Q3 马兰

黄土泊松比为 0. 3,可视为常数;弹性模量 E i 取值

在 50
 

MPa 至 150
 

MPa 之间,体积模量 K 取值在
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MPa 至 130
 

MPa 之间, 剪切模量 G 取值在

20
 

MPa 至 60
 

MPa 之间。

表 5 不同围压下不同含水率的泊松比 υ
Tab. 5 Poisson’s

 

ratio
 

υ
 

of
 

different
 

water
 

contents
 

under
 

different
 

confining
 

pressures

围压 σ3 / kPa 含水率 ω / %
10 14 18

100 0. 295 0. 292 0. 294
200 0. 294 0. 294 0. 294
300 0. 293 0. 294 0. 295

3. 3　 H(epi )硬化函数

　 　 通过试验二,将每级剪应力卸载后的轴向应

变和体应变数据进行处理,绘制出剪应力 si 和塑性

剪应变 epi 的散点图,按式(19)进行拟合参数 a、b,
拟合结果见图 3,其结果见表 6。

图 3 H(epi )硬化函数拟合结果

Fig. 3 Fitting
 

results
 

of
 

hardening
 

function
 

H(epi )

表 6 H(epi ) 硬化函数拟合参数 a、b 结果

Tab. 6 Results
 

of
 

hardening
 

function
 

H(epi )
 

fitting
 

parameters
 

a
 

and
 

b
试验编号 a b

JY
 

1-1 0. 003
 

81 0. 002
 

88
JY

 

1-2 0. 003
 

52 0. 002
 

06
JY

 

1-3 0. 003
 

20 0. 001
 

31
JY

 

2-1 0. 009
 

96 0. 004
 

05
JY

 

2-2 0. 009
 

85 0. 002
 

32
JY

 

2-3 0. 006
 

90 0. 001
 

35
JY

 

3-1 0. 014
 

37 0. 004
 

44
JY

 

3-2 0. 013
 

13 0. 002
 

64
JY

 

3-3 0. 011
 

11 0. 001
 

87

试验表明,同一围压下在相同的剪应力下,随
含水率增大塑性剪应变增大,并且围压越大,塑性

剪应变越小。 参数 a 取值范围在 0. 002 至 0. 02 之

间,随含水率增大而增大,随围压增大而减小;参
数 b 取值范围在 0. 01 至 0. 05 之间,随含水率增大

而增大,随围压增大而减小。

3. 4　 V(εp
v) 硬化函数

　 　 通过试验三,将每级静水应力和卸载后的体

应变数据进行处理,绘制出静水应力 σm 和塑性体

应变 εp
v 的散点图,按式(20)进行拟合参数 m1、m2、

m3,其拟合结果见图 4,其结果见表 7。

图 4 V(εp
v ) 硬化函拟合曲线

Fig. 4 Fitting
 

results
 

of
 

hardening
 

function
 

V(εp
v )

表 7 V(εp
v) 硬化函数拟合参数 m1、m2、m3 结果

Tab. 7 Results
 

of
 

hardening
 

function
 

V(εp
v)

 

fitting
 

parameters
 

m1,m2
 and

 

m3

试验编号 m1 m2 m3

JY
 

4-1 0. 973
 

7 0. 087
 

41 0. 005
 

11
JY

 

4-2 0. 607
 

9 0. 050
 

29 0. 002
 

66
JY

 

4-3 0. 599
 

2 0. 055
 

47 0. 002
 

79

试验表明,相同的静水应力下,塑性体应变

随含水率增大而增大,曲线呈躺倒的“反 S” 型,
即在静水应力较小时,未产生大量的塑性体应

变,以弹性应变为主,初期塑性体应变值较小,曲
线初始斜率较大;随着静水应力增大,开始产生

大量塑性体应变,中期塑性体应变增量较大,曲
线的中期斜率变小;但随着静水应力进一步增

大,试样变形达到极限值,大多数孔隙已经被压

缩,试样被进一步压实,没有更多孔隙可以被压

缩,塑性体变增加变小,曲线的后期斜率变大,最
后趋近于一个极限值。 参数 m1 取值在 0. 5 至 1
之间, m2 取值在 0. 05 至 1 之间, m3 取 值 在

0. 001 至 0. 01 之间。

3. 5　 模型参数验证

　 　 通过上文试验确定的参数,基于试验一的试
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图 5 本构参数及模型的验证

Fig. 5 Validations
 

of
 

constitutive
 

parameters
 

and
 

model

验数据,验证在不同工况下基于最大能量耗散率

原理的黄土弹塑性本构模型的适用性,其结果如

图 5 所示。
拟合结果表明,基于最大能量耗散率原理的

黄土弹塑性本构模型,使用通过本文试验方案确

定出的硬化函数形式以及拟合得出的参数,经验

证后能够准确地反映常规三轴试验下泾阳南塬的

Q3 马兰黄土的应力–应变关系。

4　 结论

　 　 1)
 

在基于最大能量耗散率原理的黄土弹塑性

本构模型中,参数分为弹性参数和塑性参数两类。
可通过常规三轴剪切试验获得的弹性参数 k、n、υ ,
计算到弹性模量 E i 、剪切模量 G 、体积模量 K ;通
过三轴加卸载试验确定硬化函数 H(epi ) 的形式及

参数 a、b ;通过各向等压的压缩加卸载试验确定硬

化函数 V(εp
v) 的形式及参数 m1、m2、m3。

2)
 

泾阳南塬 Q3 马兰黄土体积模量 K 取值在

40
 

MPa 至 130
 

MPa 之间, 剪切模量 G 取值在

20
 

MPa 至 60
 

MPa 之间;塑性参数 a 取值在 0. 002
至 0. 02 之间,参数 b 在 0. 01 至 0. 05 之间,参数 m1

取值在 0. 5 至 1 之间, m2 取值在 0. 05 至 1 之间,
m3 取值在 0. 001 至 0. 01 之间。

3)
 

对基于最大能量耗散率原理的黄土弹塑性

本构模型进行验证,验证结果表明该本构模型通

过本文试验方案取得的模型参数能够准确描述泾

阳南 Q3 马兰黄土在三轴剪切下的应力–应变

关系。
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